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Introduccion

En las dos décadas pasadas se han hecho multiples avances en el diseno de
microprocesadores. Estos avances han hecho posible la construccion de aplica-
ciones que resuelven problemas mas complejos. Estas aplicaciones demandan
cada vez mas velocidad y requerimientos de rendimiento més severos. Por estas
razones, existe una fuerte demanda de calculos en punto flotante de alto rendi-
miento. La division, el reciproco, la raiz cuadrada y la raiz cuadrada reciproca
en punto flotante son funciones matematicas muy importantes en este tipo de
aplicaciones. Un calculo lo mas rapido y exacto posible de estas operaciones
matematicas se ha vuelto irrenunciable. Se ha demostrado que el cémputo efi-
ciente de estas funciones produce mejoras muy notables en el rendimiento de los
procesadores [OF96].

Mas aun, estas funciones se estan volviendo, cada vez, mas importantes en
distintas aplicaciones en diferentes areas. Unidades de procesamiento de graficos
(GPU’), procesadores digitales de sefial (DSP’s), unidades de punto flotante
(FPU’s), unidades de procesamiento fisico (PPU’s) o circuitos de aplicacién
especifica (ASIC’s) (ver, por ejemplo, [Bla06, CS05, GWSH33, IHE*00, Par99])
son ejemplos de aplicaciones hardware en diferentes campos que han producido
implementaciones de alto rendimiento de estas funciones.

Existen dos tipos de algoritmos iterativos que pueden ser usados para compu-
tar la divisién, el reciproco, la raiz cuadrada y la raiz cuadrada reciproca en
punto flotante. Estos algoritmos son validos tanto para formatos de precision
simple o precisién doble del estandar IEEE 754[IEE08]. Por una parte, los algo-
ritmos sustractivos o de digito-recurrencia [EL94b] suelen producir unidades de
pequeno tamano pero su convergencia lineal hace que las latencias sean elevadas.
Por otra parte, los algoritmos multiplicativos tienen convergencia cuadratica lo
que produce una convergencia mas rapida con un consumo considerable de area.

Los algoritmos sustractivos, debido a su convergencia lineal obtienen un
numero fijo de bits en cada una de sus operaciones. Existen soluciones, llama-
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das de radix alto, que obtienen un nimero grande de bits en cada iteracién. Este
tipo de soluciones tienen latencias menores, a costa de incremento significativo
en drea. Aunque los dos tipos de algoritmo tienen sus ventajas y desventajas,
cada vez, un mayor nimero de procesadores comerciales implementan algorit-
mos multiplicativos para realizar el cdlculo de la divisién, la raiz cuadrada y
sus reciprocos [Obe99, NDJDO1]. Por esta razén este trabajo se dedica a los
algoritmos multiplicativos.

Los dos algoritmos multiplicativos méas conocidos son: el algoritmo de Newton-
Raphson (NR) [WF82] y el algoritmo de Goldschmidt (GLD) [Gol64]. Tanto el
algoritmo GLD como el algoritmo NR, como algoritmos multiplicativos que son,
usan una aproximacién inicial al resultado de baja precisién (también llamada
semilla). Este valor es obtenido, casi siempre, utilizando un método basado en
tablas [Mat01, PB02]. Esta aproximacion inicial se usa para realizar un nimero
determinado de iteraciones para obtener el resultado con la exactitud requerida.
El nimero de iteraciones depende de la exactitud de la semilla y la exactitud
requerida para el resultado. Ambos algoritmos realizan dos multiplicaciones por
iteracién el caso de la divisién y el reciproco. Si se calcula la raiz cuadrada o
la raiz cuadrada reciproca se realizan tres multiplicaciones por iteracién. Una
de las caracteristicas del algoritmo GLD es que estas multiplicaciones son inde-
pendientes entre si. De este modo estas multiplicaciones pueden ser realizadas,
bien en paralelo o bien reusando un multiplicador segmentado. Esto hace que
el algoritmo GLD sea especialmente adecuado para su implementacién en hard-
ware. Esta propiedad no esta presente en el caso del algoritmo NR de modo que
su estructura se hace mas adecuada para ser implementada en software.

Otra diferencia importante entre ambos algoritmos, es que el algoritmo GLD
no tiene la propiedad de auto-correccién, mientras que el algoritmo NR si la
tiene. Esto significa que, en el caso del algoritmo GLD, las inexactitudes intro-
ducidas en las operaciones intermedias de su calculo se acumulan y producen
desviaciones en el resultado. Esto hace mas dificil el seguimiento de los erro-
res acumulados y propagados en las operaciones intermedias de un modo formal
[ES03al. Si no se tiene en cuenta el error de las operaciones intermedias, es decir,
en una implementacion con precision infinita, el resultado de estos algoritmos es
siempre menor que el resultado exacto. En otros palabras convergen 'por aba-
jo’. Sin embargo, en las implementaciones hardware, al introducir error en las
operaciones intermedias, el resultado puede ser mayor que el resultado exacto
en algunos casos. De este modo el proceso de redondeo se complica [OF97].

El esténdar IEEE 754 [IEE08] requiere que los resultados del reciproco, la di-
visién, la raiz cuadrada y la raiz cuadrada reciproca sean redondeados de acuerdo
con las estrategias alli descritas. El problema es que los algoritmos multiplica-
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tivos no producen de manera directa un resultado correctamente redondeado.
Adems3s, tampoco producen directamente el valor del resto de la operacién que
tiene que ser computado a mayores si se requiere. Existen dos estrategias para
obtener un resultado correctamente redondeado de un algoritmo multiplicativo.
La primera de ellas consiste en calcular el resultado con mucha més precision
y exactitud de la requerida [Mar90, IM99]. La otra posibilidad es usar el resto
para realizar una correccién del resultado [OF97, Sch95]. La primera alternati-
va requiere realizar iteraciones adicionales del algoritmo y usar un tamano de
palabra mayor para las operaciones intermedias®. De esto modo la latencia y el
area de estos disenios es mucho mayor. Por esta razén se prefiere la alternativa
de la obtencién del resto, que serd la contemplada aqui. La manera tradicional
de hacerlo es sumar una constante al resultado obtenido para luego redondearlo
de acuerdo con el valor del resto y del bit de redondeo. El tiempo que se dedica
a este proceso se anade a la latencia total del algoritmo. Este tiempo adicional
es uno de los principales lastres que tiene el rendimiento de los algoritmos mul-
tiplicativos. Existen diferentes métodos que intentan reducir el tiempo dedicado
a la etapa de redondeo [ES03b, Sch95] pero ninguno de ellos elimina completa-
mente la multiplicacion necesaria para el cdlculo del resto. Por eso, esta tesis
estd dedicada al desarrollo de algoritmos de latencia variable para algoritmos
multiplicativos que mejoren la eficiencia de los métodos ya existentes.

En este trabajo se proponen diversos métodos de redondeo de latencia varia-
ble. El primer capitulo estd dedicado a la explicacion de los fundamentos tedricos
necesarios sobre los que se basan el redondeo. Se describen los distintos formatos
de representacién de nimeros en punto flotante que propone el estindar IEEE
754. A continuacién se realiza un repaso por los distintos tipos de algoritmos
para el calculo de la division, el reciproco, la raiz cuadrada y la raiz cuadrada
reciproca. Se hablara de algoritmos sustractivos y de algoritmos multiplicativos.
Se describiran con detalle los dos algoritmos multiplicativos méas importantes: el
algoritmo GLD y el algoritmo NR. Por tltimo, se dedica una seccién a explicar
el método de redondeo tradicional para los algoritmos multiplicativos.

En el segundo capitulo se presenta un método para el diseno de unidades
para el célculo de divisién, reciproco, raiz cuadrada y raiz cuadrada reciproca
basadas en el algoritmo GLD (Se presentard el mismo andlisis para el algoritmo
NR en un apéndice). Este método permite obtener el tamano de palabra para
las operaciones intermedias. Este tamano fijard también el tamano del multi-

LConcretamente, en [IM99] se demuestra que las cadenas de ceros (o unos) de la representa-
cién exacta en binario de un cociente no serdn mas largas que la precisién objetivo. Entonces,
para que el redondeo no afecte el resultado ha de ser calculado al menos con el doble de la
precisién requerida
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plicador. El método consiste en un andlisis preciso del error del resultado que
contabiliza las distintas contribuciones a dicho error. Estas contribuciones son,
por un lado, el error del propio algoritmo (error de aproximacién) y, por otro,
el error de las operaciones intermedias (error del hardware). De este andlisis se
obtiene una expresion analitica del error del resultado para una iteracién cual-
quiera. A través de esta expresién se calculardn los limites para los valores del
error en cada iteracion. Estos limites permiten obtener la longitud 6ptima para
las operaciones intermedias, que fijan también el tamano del multiplicador.

En el siguiente capitulo se describe una modificaciéon de los algoritmos de
redondeo ya existentes para conseguir una reduccion del niimero de casos en los
que el calculo del resto es necesario. Como se habia dicho, el redondeo tipico de
estos algoritmos consiste en transformar el resultado que se obtiene del algoritmo
mediante la suma de una constante. El método tradicional consigue no tener que
calcular el resto para algunos valores de los bits de redondeo. Para los demés
casos es necesario calcular el resto. En funcién del valor del resto, si es necesario,
y de los bits de redondeo se determina la accién de redondeo. La modificacion
propuesta utiliza informacién adicional del resultado antes de la transformacion
para reducir, ain mas, el nimero de casos en los que el calculo del resto es
necesario.

El cuarto capitulo estd dedicado a la descripcién de un nuevo método de
redondeo basado en la obtencién en paralelo del resto. Se propone un nuevo
método de obtencién del resto en paralelo con la ejecucion del algoritmo. Se
obtiene a partir del resto de la iteracién anterior y utiliza como operacién basi-
ca la multiplicaciéon. Este método produce un valor adecuado del resto en la
gran mayoria de los casos. El resto obtenido es el que corresponde al resultado
directamente obtenido del algoritmo sin ninguna transformacién. Esto implica
el diseno de un nuevo método de redondeo basado en este resto. Para aquellos
casos en que el valor del resto obtenido no es el adecuado sera necesario obtener
el resto de manera convencional. Una vez que se tiene el valor del resto se aplica
el nuevo método de redondeo para obtener el resultado redondeado adecuado.

En el dltimo de los capitulos se presenta un método similar al método pre-
sentado en el capitulo anterior pero con la importante ventaja de no necesitar la
operacion de multiplicacién. Dicho método también obtiene un valor del resto en
paralelo con la ejecucion del algoritmo. Dicho valor es adecuado en la mayoria
de las ocasiones. En las que no lo es, también se hace necesario calcular el resto
de modo tradicional. La diferencia estd en que el célculo del resto es mucho mas
sencillo que en el caso anterior. Basta con realizar una resta para obtener el
valor del resto paralelo. Este método proporciona resultados muy parecidos al
método anterior. Sin embargo, evita la utilizacion de un multiplicador adicio-
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INTRODUCCION

nal para el cdlculo del resto. Esto supone un ahorro en recursos hardware muy
importante.

Finalmente, por completitud, se presenta el andlisis del error para el algorit-
mo de Newton-Raphson que se habia explicado para el algoritmo de Goldschmidt
en el segundo capitulo. Dado que el procedimiento es completamente analogo se
presenta en un apéndice para no complicar la comprension del método en dicho
capitulo.






Capitulo 1

Fundamentos

En este capitulo se describen los fundamentos tedricos bdsicos para enten-
der la computacion del reciproco, la division, la raiz cuadrada inversa y la raiz
cuadrada para punto flotante. Se abordan los distintos algoritmos de uso mds
general en la literatura para el cdlculo de dichas funciones. Antes de explicar
los algoritmos propiamente dichos se hace una descripcion de los requerimien-
tos que el estindar IEEE 754 [IEFE08] impone a su calculo. Por un lado, todo
lo referente al formato de representacion de los datos y, por otro, el formato
que ha de tener el resultado. Este ultimo aspecto es de gran importancia puesto
que incluye la descripcion del redondeo de los resultados, aspecto central de este
trabajo.

1.1. Formatos de representacién de nimeros en
punto flotante

Todos los sistemas de representacién de ntimeros en punto flotante utilizan
cuatro magnitudes diferentes para representar un nimero M, [EL94a, Gol91].
Cada numero estara compuesto por un bit de signo s;, un exponente E,, una
mantisa normalizada X y una base (. El valor de éste sera:

M, = (—1)% - X - 35 (L1)

El estdndar IEEE 754 [IEE0S8] es el aceptado para la representacién de los
nimeros en punto flotante en la aritmética de computadores. Propone un sis-



1.1. FORMATOS DE REPRESENTACION DE NUMEROS EN PUNTO FLOTANTE

Parametro Formato
simple* | doble* | extendida*

bits totales 32 64 128

bits mantisa 24 53 113

bits exponente 8 11 15
exponente maximo 127 1023 16383
exponente minimo -126 -1022 -16382
polarizacién exponente 127 1023 16383

*El estandar denomina a los formatos de precisién simple, doble y extendida como binary32,
binary64 y binaryl28 respectivamente

Tabla 1.1: Formatos del estiandar IEEE 754 para punto flotante

tema de representacién de nimeros en punto flotante basado en tres formatos
binarios y dos para representacién decimal. El formato binario o decimal esta es-
pecificado por el radiz, es decir, la base. El formato binario estd caracterizado
por B =2y el decimal por por 5 = 10. Este apartado se ceiiird al caso binario
que serd el que nos ocupe. Para esta base la representacién toma la siguiente
forma:

M, = (=1)% . X . 2F= (1.2)

El bit de signo tomara los valores s, = +1.

Una vez fijada la base, se proponen tres formatos basicos distintos depen-
diendo de la longitud del exponente y la mantisa. Para facilitar la representacion
y comparacién los exponentes se representan en una notacién polarizada que se
explicard més adelante.

Los dos formatos basicos seran la precision simple, precision doble y el for-
mato extendido.

Las longitudes del exponente y la mantisa para la representacion de cada
uno de los formatos se muestran en la Tabla 1.1. La mantisa siempre esta nor-
malizada, de modo que su primer bit siempre es 1 y no necesita ser almacenado.
Este bit se denomina bit oculto. Asi s6lo es necesario almacenar 23, 52 o 112 bits
dependiendo del formato (Figura 1.1). Este hecho sélo tiene una excepcién, que
son los nimeros denormales o subnormales. El estandar los define como aquellos
nimeros en punto flotante, distintos de 0, cuya magnitud es menor que la més
pequena representable en el formato correspondiente. Estos no utilizan toda la
precision disponible para los ntimeros convencionales en el mismo formato. Su
primer bit implicito es un 0
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1bitMSB  w bits LSB MSB LSB
S, Ex
wal E() wal XO
PRECISION SIMPL PRECISION DOBLE RECISION EXTENDIDA
w=8 bits w=11 bits w=15 bits
p=24 bits p=53 bits p=113bits

polarizacién->127

polarizacién->1023

polarizacién->16383

Figura 1.1: Representacién del formato en punto flotante

En cuanto al exponente, se utiliza una representacion polarizada. Asi para
obtener el valor del exponente hay que restar el valor correspondiente de la
polarizacién (se pueden ver en la tabla 1.1 el valor de la polarizacién y los valores
méximos y minimos) , dependiendo del formato de la precisién. Se reservan dos
valores para representar valores especiales. De acuerdo con el estdndar, ademas
del cero y los ntimeros con signo, se requiere que el estandar proporcione dos
infinitos (+o00 y —00) y dos NaN. Un NaN (not a number) es un dato simbdlico
en punto flotante. Existen dos tipos de representaciones NaN: quiet (¢NaN)
and signalling (sNaN). Los ¢NaN se caracterizan porque no llevan asociada
ninguna propagacion de senales de excepcion, mientras que los sNaN propagan
una excepcién de operacién invalida cuando son operandos.

Los valores especiales corresponden al valor minimo del exponente E,,;,, que
se usa para +0, —0 y ndmeros denormalizados, y al valor maximo del exponente
Enaz, reservado para +00, —oo y NaNs. Asi de la combinacién de los valores de
los distintos campos del niimero en punto flotante surgen los siguientes ntimeros
especiales:

= F.4. v una mantisa distinta de cero representa un NaN. El valor de
la mantisa dependera de la méquina en concreto permitiéndose distintos
NaNs.

= F,.4. ¥ una mantisa cero representa +0o o —oo dependiendo del valor del
bit de signo.

= F,.in y una mantisa distinta de cero representa un niimero denormalizado.
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1.2. ALGORITMOS

Parametro Formato extendido asociado con:
simple [ doble | extendida
bits totales >32 >64 >128
exponente maximo >1023 | >16383 >65535

Tabla 1.2: Pardametros para los formatos extendidos IEEE 754 para punto flotante

= F,.;n ¥y una mantisa igual a cero representa +0 o —0 dependiendo del valor
del bit de signo.

Los usos de los ntimeros especiales se describen a continuacion. El resultado
del desbordamiento superior de una operacion o de la divisién de un niimero
real por 0 es +00 0 —oo dependiendo del valor del bit de signo del resultado
intermedio o del dividendo. El resultado de un desbordamiento inferior es 40 o
—0 dependiendo del valor del bit de signo del resultado intermedio. Los ntimeros
denormalizados son usados para el desbordamiento inferior gradual para repre-
sentar valores préximos a los minimos representables y no producir errores en
determinadas operaciones aritméticas.

Finalmente, el estandar recoge también formatos de precisién extendidos y
extensibles. Un formato de precisién extendido es un formato, que a partir de un
formato béasico soportado, incrementa su precision y el rango de representacion
de numeros. Los extensibles son aquellos que estdan definidos por el usuario.
Estos formatos se definen en base a una precisiéon y un rango para el exponente
minimos (el rango de exponente minimo el igual al del siguiente formato bésico
més ancho). Estos valores estdn especificados en la tabla 1.2.

1.2. Algoritmos

Existen diversos algoritmos para el calculo del reciproco, la divisién, la raiz
cuadrada reciproca y la raiz cuadrada. Cada una de ellos con distinta comple-
jidad y rendimiento. La naturaleza relativamente compleja e iterativa de estas
funciones hacen que su calculo sea sensiblemente méas complicado que el de ope-
raciones elementales como la suma y la multiplicacién. Existen en la literatura
cientifica actual dos grandes grupos de algoritmos para este proposito: los algo-
ritmos sustractivos (digit-recurrence)[EL94a] y los algoritmos multiplicativos o
de iteracién funcional [EL94b)]

10



CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

1.2.1. Algoritmos sustractivos

Este tipo de métodos para la aproximacion de funciones en hardware son
conocidos como algoritmos digit-recurrence (DR). En estos algoritmos y sus
implementaciones el resultado se representa en un radiz, es decir, una base 7.
Se obtiene un digito por cada iteracion de manera que tienen una convergencia
lineal. De este modo en cada iteracion de estos algoritmos se obtiene un nimero
fijo de bits. Este tipo de algoritmos son aplicables al reciproco, la division, la raiz
cuadrada reciproca y la raiz cuadrada. También son véalidos para otras funciones
como el logaritmo y la exponencial y otras funciones[EL94a, PEB03, PB03]. Sus
implementaciones son tipicamente de baja complejidad, de drea pequena pero
a cambio acostumbran a tener latencias altas.

La implementacion de estos algoritmos puede ser combinacional o secuencial
y pueden estar o no segmentados. El espacio de diseno es muy grande porque
implica un gran numero de parametros y la mejor soluciéon depende de los re-
querimientos particulares de cada caso. No es efectivo describir un conjunto de
disenos y se opta por dar una explicacién de algoritmos DR basada en ejemplos
concretos de implementacién [EL94b, DHH97] que son representativos.

Se presentardn aqui los algoritmos para operandos y resultado fraccionales
y normalizados, que es la implementacion adecuada para la representacion de
nimeros en formato de punto flotante [EL94b]. Esta explicacién se concentra
en algoritmos que usan conjuntos de digitos redundantes (que seran explicados
a continuacién) que tienen ventajas significativas en coste y velocidad. Los al-
goritmos presentados aqui son del tipo MSDF-(most significant digit first) en
los que los diferentes digitos del resultado son calculados empezando por el més
significativo. El problema maés complejo en la implementacién de los algoritmos
DR es la seleccion de los digitos del resultado

A. Conjuntos de digitos redundantes

Para acelerar el calculo del resultado se usan los conjuntos de digitos re-
duntantes. El conjunto estdndar de digitos para radix r es {0,1,...,r — 1}. En
un conjunto de digitos redundantes el nimero de ellos es mayor que r. Para la
representacién del cociente la mayoria de ellos son de la forma

¢ € Dg={-a,—a+1,..,-1,0,1,...,a—1,a} (1.3)

Esto es, conjuntos simétricos de enteros consecutivos con digito maximo
a. Para que D, sea calificado como redundante, a debe satisfacer la relacion

11



1.2. ALGORITMOS

a > fg] El grado de la redundancia se mide como el factor de redundancia,

definido como

a 1
> = 1.4
1 P> (1.4)

Una representacién con a = [5] recibe el nombre de minimamente redun-
dante, mientras que con a = r—1 (p = 1) se llama maximamente redundante. Si
a>1r—1(p>1) es conocida como sobreredundante. Cualquier representacién

donde a = ’"51 es no redundante.

p:

B. Divisiéon y reciproco

Los algoritmos DR consisten en n iteraciones de una recurrencia en la que
cada iteracién se obtiene un digito del resultado. Sea ¢[j] el valor del cociente
despues de j iteraciones:

i)=Y a1 (1)

El cociente final de n digitos sera

q= Z%’ T (1.6)
i=1

Supongamos una divisién caracterizada por un dividendo x y un divisor d.El
algoritmo debe de producir un cociente ¢ con un error menor de lulp. Luego para
obtener el cociente de manera adecuada digito a digito, desptes de la iteracion
Jj, el error (¢[j]) debe estar limitado por:

. x . —
elil =17 —dill <r™ (1.7)
De esta ecuacion se obtiene la siguiente desigualdad.

le —d-qlj]| <dr™? (1.8)

Se define, entonces, el resto parcial para la iteracion j.

wljl =17 (z — d- qlj]) (1.9)

A partir de esta ecuacién se obtiene una recurrencia que es la que se utiliza
para la obtencién del resultado.

12
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Wi+ =r-wli]-d-gn (1.10)

La ecuacién define la recurrencia de la divisién donde g;41 es el j 4 1-ésimo
digito del cociente, numerados desde el bit de orden maés alto al de orden més
bajo. El valor wlj] es el resto parcial en la iteracién j. Inicialmente, w[0] = z ,
es decir, el primer resto parcial se fija al valor del dividendo.

El requerimiento fijado en (1.8) se traduce en la siguiente desigualdad que
ha de cumplirse en todas las iteraciones

—d<wljl<d (1.11)

El digito del cociente en la ecuacién (1.10) debera ser escogido de manera
que w[j + 1] cumpla la desigualdad anterior. Esta labor la realiza la funcién de
seleccién, que se describe a continuacién.

C. Seleccién de digitos del cociente

La seleccion eficiente de los digitos del cociente es un problema que durante
largo tiempo ha sido una barrera para la implementacion eficiente de estos
algoritmos. Los algoritmos DR utilizan métodos sofisticados y eficientes gracias
a las representacién de digitos redundantes [EL94b]. En la ecuacién (1.10) la
seleccién del cociente estd limitada por unos valores que ahora definimos como:

Vi B<wlj]<B (1.12)

Se puede demostrar que B = —p-d y que B = p-d, donde p es el grado de
redundancia del conjunto de digitos D,. Supongamos un intervalo de selecciéon
de r - w[j] para gj+1 = k que estd definido como [Ly, U], esto es , el rango de
valores para los cuales w[j + 1] = r - w[j] — d - k esté correctamente acotado. Se
puede demostrar que

U.=(p+k)-d y Lpy=(-p+k)-d (1.13)

para una seleccién de digitos correcta. Es condicién se llama de contencion
y debe de cumplirse para cualquier funcién de seleccién de digitos del cociente.
El otro prerrequisito para una seleccién correcta se conoce como condiciéon de
continuidad. Para que se cumpla cualquier valor de r - w[j] debe de estar en
algun intervalo de seleccion. Este hecho se puede expresar como

Up—1 > Ly (1.14)

13
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Los limites para intervalos sucesivos deben de coincidir o solaparse.

La recurrencia para la division, los limites para el resto parcial, y el intervalo
de seleccién puede ser representado en un diagrama de Roberts [EL94a| (figura
1.2a). Este diagrama tiene como ejes el resto parcial desplazado rw(j] y el resto
parcial de la siguiente iteracién w[j + 1]. Representa la recurrencia mediante

lineas para el pardmetro k£ con valores k = —a...a. También se representan los
limites para el resto parcial a través del rectdngulo w[j+1] = pd, w[j+1] = —pd,
rwlj + 1] = rpd y rw[j + 1] = —rpd. El intervalo de seleccién para gj+1 = k se

obtiene de la proyeccién de la linea correspondiente sobre el eje rw[j + 1].

Otro diagrama que es util en el diseno de funciones de seleccion es el dia-
grama rw(j] versus d, también llamado diagrama P-D [EL94a] (figura 1.2b).
Se representan los limites del intervalo de seleccién U y Lk como lineas cuyo
origen estd en el punto (0,0). La pendiente de cada una de ellas es k + p y
k — p, respectivamente. Las regiones delimitadas por estas lineas son ttiles en
el andlisis de la funcién de seleccién

Se define la funcién de seleccién (SEL) como

g1 = SEL(]j]. d) (1.15)

tal que —d < w[j+1] =7 w[j] —d-gj+1 < d. La funcién de seleccién puede
ser representada como un conjunto de subfunciones si. —a < k < a de manera
que

gi+1 =k si sy <r-wlj] < Spt1 (1.16)

Cada miembro de s es una funcién de d. Las s, deben de caer en la frontera
entre las regiones seleccionadas o, en el caso de conjuntos de digitos redundantes,
en las regiones en las que se solapan.

Ly < s, <Ug— (1.17)

Una de las principales motivaciones para escoger conjuntos de digitos redun-
dantes es que cuanto mayores sean las regiones de solapamiento, més flexibilidad
se tiene para escoger la funcién de seleccién.

D. Raiz cuadrada y raiz cuadrada reciproca

El algoritmo DR para raiz cuadrada tiene muchas similitudes con el expli-
cado para divisién y reciproco. Al igual que en la seccién anterior se suponen
operandos fraccionales y normalizados. La raiz cuadrada acepta un operando no
negativo x y devuelve un resultado no negativo s, donde |z —s2| < ulp (ulp: unit

14
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(a) Diagrama de Robertson

i) T
="pP Intervalo de
seleccion

para ¢, =k

L_,=-rpd

(b) Diagrama P-D

Figura 1.2: Diagramas para el diseno de algoritmos sustractivos
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in the last place. El resultado en la iteracién j se denota por s[j]. La recurrencia
en este caso esta dada por

wijl =r-wljl —2-s[j] - sj41 — S?+1 cpm D) (1.18)

Se define
flil=2-s[j] + sjp1 - U (1.19)

Entonces,
Wl + 1) =r-wlj] = fl7] - 541 (1.20)

Esta recurrencia es muy similar a la obtenida anteriormente para la division.
En la préctica f[j] es facil de generar. Este hecho permite combinar la imple-
mentacion de la divisiéon y raiz cuadrada de una manera sencilla. El formato
del resultado es el mismo que para el caso anterior. El factor de redundancia p
también coincide. Para este caso los limites residuales son:

B=-2-p-sljl+p*-r 7 y B=2-p-s[jl+p>-r7? (1.21)

Similarmente, el intervalo de selecciéon para el digito k sobre el factor de
redundancia p esta definido por

Uy =2-s[j]- (k+p) + (k+p)* - r~0+V
Li=2-s[j]- (k= p) + (k= p)* - r~U*D (1.22)

Estas dos cantidades dependen de j, lo que significa que pueden variar de una
iteracién a otra. En el caso de la division las cotas y los intervalos de seleccion
son constantes. Esta simplificacion no es posible para el caso de la raiz cuadrada.

Es importante destacar que este desarrollo teérico para la explicacién de
los algoritmos sustractivos se ha hecho en términos de un radix arbitrario 7.
En la préctica, las implementaciones estan limitadas a potencias de 2. Cuanto
mayor sea el radix de una operacién, mayor es el nimero de bits generados en
cada iteracién. Esto reduce el nimero de iteraciones necesarias para producir
un resultado. Sin embargo, el incremento del radix tiene ciertos inconvenientes.
La complejidad de la funcién de seleccion y de la légica para generar los factores
aumenta mucho, dado que el nimero de digitos candidatos a la seleccién se dobla
cada vez que incrementamos el radix. Cuando se intenta acelerar la convergencia
lineal de estos algoritmos de este modo la cantidad de hardware necesario se
incrementa significativamente. Este es su principal inconveniente.

16



CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

Esquema radix 2 radix 4 radix 8 radix 16 radix 512
Tiempo de ciclo 1.0 1.3 1.6 1.6 1.7
N° ciclos 57 29 20 15 10
Speedup 1.0 1.5 1.8 24 3.4
Area 1.0 1.1 1.5 1.7 3.9

Tabla 1.3: Comparacién de esquemas con distinto radix respecto de radix 2

E. Implementacién

Existen muy diversos ejemplos para ilustrar la implementacion de este tipo
de algoritmos. Se han realizado diversas implementaciones utilizando radix cada
vez mayores. Para radix 2,4 y 8 se pueden realizar implementaciones directas
de los algoritmos [EL89, NL99a, NL9S8]. Si se quiere utilizar un radix mayor la
implementacién directa del algoritmo no resulta practica debido a la complejidad
de la funcién de seleccién. Para estos casos es necesario hacer modificaciones del
algoritmo. Se pueden encontrar implementaciones para radix 16 (que consiste
en dos etapas de radix 4 solapadas)[NL99b] e incluso para radix muy alto (512)
[EL94a].

En general, para este tipo de métodos, el incremento del radix produce un
incremento de la velocidad del método por la via de la reduccién del ntimero de
ciclos necesarios. Por ejemplo, para el caso de la divisién es posible establecer
una tabla con las distintas figuras de mérito relativas a los requerimientos de
una implementacién con radix 2 (Tabla 1.3)[EL94a]. Sin embargo, un radix de
2% produce un incremento més pequefio que el ideal (k) debido a que también se
incrementa el tiempo de ciclo. También se produce un incremento significativo
del &rea.

Por ejemplo en [NL99a], se aplica lo explicado en las secciones anteriores
para el caso de una unidad de divisién para doble precisién con radix 4 (Fig.
1.3). Para radix 4 la recurrencia es

wii+1ll=4-wlj]—qgjt1-d j=0,1,..,28 (1.23)

con un valor inicial w[0] = z y con una funcién de seleccién definida del
siguiente modo:

¢j+1 =SEL(9,ds)  ¢; ={-2,-1,0,1,2} (1.24)

donde dy4 es d truncado después del cuarto bit fraccional. Solo se necesitan 3
bits para realizar la seleccién, el MSB es siempre uno debido a la normalizacion
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Figura 1.3: Diagrama de bloque para un divisor de radix 4

de d. El resto estimado § = 4-w,, +4-w,, se trunca también después del cuarto
bit fraccional. De este modo, sumados con los tres bits enteros, la funcién de
seleccion requiere de 7 bits, tal y como se muestra en la figura ?7?7. Para que el
resto esté siempre acotado, se desplaza x a la derecha en un bit obteniéndose 54
bits para la representacién de la mantisa. Se necesita otro bit extra para realizar
el redondeo, de modo que se realiza un desplazamiento adicional, quedando 55
bits més un bit de signo para wlj].

Cada division requiere 28 ciclos para calcular los digitos del cociente mas
un ciclo para inicializar la recurrencia y otro para hacer el redondeo. La figura
no incluye un controlador y arbol para distribuir la senal de reloj que también
son necesarios. Las cuestiones a abordar para la implementacién de unidades
para raiz cuadrada son muy similares a las de divisién. Existen también multi-
ples ejemplos de dichas implementaciones [LAO1, Tak01]. Son muy habituales,
también, los disenos en los que se combinan las operaciones de divisién y raiz
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cuadrada [CL94, PZ95]. El disefio conjunto permite un ahorro de recursos hard-
ware.

1.2.2. Algoritmos multiplicativos

Los métodos descritos en esta seccién calculan una funcién mejorando una
aproximacién inicial de una manera iterativa. Para estas operaciones descri-
tas la operacion fundamental es la multiplicacion; de hecho reciben el nombre
de algoritmos multiplicativos [EL94a]. Estos métodos tienen una convergencia
cuadratica, lo que significa basicamente que el nimero de bits de exactitud se
dobla en cada iteracion del algoritmo. Como consecuencia de esto, el nimero
de iteraciones para alcanzar la exactitud deseada es menor que en el caso de los
algoritmos digit-recurrence. Sin embargo, dado que cada iteracion involucra una
multiplicacion, el tiempo dedicado a cada una de ellas es mayor.

Una aplicacién especialmente atractiva de estos métodos es su utilizacion
en las unidades de punto flotante de los procesadores. La razon es que pueden
ser implementados reusando el multiplicador ya existente de manera que no
requieren hardware adicional [FOO01]. Este hecho y su rapidez hacen que sean la
opcion preferida para ser implementada en disenos modernos.

Para realizar implementaciones eficientes es necesario realizar algunas mo-
dificaciones en el multiplicador. En general, para divisién y raiz cuadrada estos
algoritmos comienzan con el cdlculo de los reciprocos para obtener luego la
divisién o la raiz cuadrada [PB02].

En esta descripcién se consideran los operandos fraccionales y normalizados.
Por otro lado, el computo del signo del signo y los exponentes se hace de forma
separada y es muy sencillo para ambos.

A. El algoritmo de Newton-Raphson

El algoritmo de Newton-Raphson (NR) es un método basado en una técnica
de resolucion de ecuaciones. Consiste en la obtencién de un cero de la funcién,
esto es, el valor de w (que es el resultado que buscamos) para el cual f(w) =0
[TF96]. El método se puede ilustrar con la grifica de la funcién. Supongamos
la figura para una funcién concreta (Fig. 1.4):

= Se realiza una gréfica aproximada de la funcién § = f(w). A esta funcién
se le denomina funcion primitiva.

= Se quiere calcular la raiz donde f(w) cruza el eje w. Se comienza por una
primera aproximacién (wy).
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[ 7 §(@)=0.75-(1/w) —
0.4 Tangente

03 tangente

04

0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

1
Figura 1.4: Ejemplo: Curva f(w) = 0,75 — — y su tangente en f(w1)
w

» La siguiente aproximacion (ws) serd el lugar donde la tangente a f(w) en
el punto (w1, f(w1)) cruza el eje w.

= Segun la figura 1.4 la ecuacion de esta linea tangente viene dada por:

0= flwr) = f'(w1) - (w—w1) (1.25)
f/(w1) es la derivada de la funcién en ese punto.

= La linea tangente cruza el eje w en w = wy y § = 0.

0—flw1) = f(w1): (w2 —w1)

(1.26)
flwr)
f'(w1)

wo = W1 —

Asi es posible encontrar la siguiente aproximacién al resultado en funcién
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

de la anterior. De manera mas general

fwi)
[ (wi)

Wit+1 = Wi — (127)

El método estd basado en esta formula de recursion

Divisién y Reciproco: La férmula anterior es una iteracién recursiva que
puede ser usada para resolver muchas ecuaciones. En este caso el método general
se aplica al cdlculo del reciproco de X. Para este caso, hay que escoger una
funcién primitiva que tenga un cero en w = 1/X. La ecuacién que se elige es
f(w) =1 — X, que puede ser resuelta usando la recursién (1.27).

Si

flw)=--X (1.28)

entonces, en el punto w = w;

fllwi) = —(=)? (1.29)
w;
Después de la sustitucion, se obtiene la formula recursiva especifica para el
reciproco.

Wit+1 = Wy * (2 - X- wi) (130)

En el caso de que la funcién deseada sea la divisién (Y/X), no hay més que
obtener el reciproco (1/X) tal y como se ha explicado y multiplicarlo por el
dividendo (Y).

La recurrencia en la ecuacién (1.30) comienza con una aproximacién inicial
wp. Cada iteracion requiere dos multiplicaciones y una resta del valor 2. La
convergencia de este método es cuadratica.

Supongamos un ejemplo del célculo del reciproco de X = 5/8. Supongamos
que empezamos con una aproximacién inicial wy = 1. El proceso de obtencion
de la aproximacién consisten en la evaluacién de (1.30). El resultado exacto es
1/X = 1,6. En la Tabla 1.4 podemos ver como, en cada iteracidn, el resultado
obtenido se va aproximando al exacto y el error va disminuyendo. Los exponentes
de los resultados confirman la convergencia cuadratica del resultado.
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J w; X - w; 2—X - w; Wit+1 error

0 1 5.273 11-273 1,375 -0.225

1] 11-273 55 .26 73.276 1,5683594... -0.03164...

2 1803-279 | 4015-2"12 | 4177 -272 | 1,5993743... | -0.000625706...

Tabla 1.4: Ejemplo del algoritmo de Newton-Raphson para el reciproco

Raiz cuadrada y Raiz cuadrada reciproca: El proceso es muy parecido
al caso de la divisién. Ahora la funcién primitiva a resolver es

1
flw=—5-X (1.31)
w
Siguiendo el mismo procedimiento establecido por (1.27) se obtiene la recur-
sién para la raiz cuadrada reciproca.

1
wi+1:§-wi~(3—X-wi2) (1.32)

Implementacion: La implementacion de estos algoritmos en hardware hace
que a veces haya que modificar su representacién matematica para hacerla mas
adecuada. Ademads es necesario establecer algunas consideraciones en cuanto al
rango de los operandos, nimero de iteraciones, etc.

Es necesario tener en cuenta, tal y como se ha mencionado, que los algorit-
mos multiplicativos doblan el nimero de bits correctos de la aproximacion al
resultado en cada iteracion. Este hecho hace que estos algoritmos sean muy rapi-
dos si se emplea un niimero pequeno de iteraciones. Por eso, una caracteristica
comun en todas las implementaciones serd que todas comienzan usando una
aproximacion al resultado (semilla) para reducir dicho nimero. Normalmente,
la semilla se encuentra almacenada en una tabla. A continuacién se realizan las
iteraciones del algoritmo (Fig. 1.5).

Asi las implementaciones de estos algoritmos se componen de una tabla que
contiene las aproximaciones iniciales y el hardware que realiza las iteraciones
(ver [EL94a] para més detalles). Se obtendran diferentes niveles de exactitud
dependiendo del ntimero de iteraciones y de la exactitud de la semilla.

Divisién (Y/X) y reciproco (1/X): Para la implementacién de cualquier
algoritmo en hardware es necesario separarlo en operaciones hardware asimila-
bles a una unidad especializada para su calculo. Como es obvio, la operacion
principal para este algoritmo serd la multiplicacién.
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1 ITERACION 2 ITERACIONES
Tabla de Tabla de
busqueda busqueda
* (~n bits de exactitud) * (~n bits de exactitud)
iteracion iteracion
+ (~2n bits de exactitud) + (~2n bits de exactitud)
redondeo iteracion
* (~4n bits de exactitud)
RESULTADO
redondeo

RESULTADO

Figura 1.5: Arquitecturas para algoritmos multiplicativos

Basdndose en la recursién obtenida en (1.30), las operaciones bésicas para
una iteracion del algoritmo de Newton-Raphson consistiran en las siguientes
operaciones aritméticas (Fig 1.6).

ni1 =X w1
di-1=2—-n4_
W; = Wij—1 - di,1 (133)

Esta secuencia de operaciones proporciona una aproximacioén al reciproco.
La primera aproximacién w se obtiene de una tabla. Se necesitan dos multi-
plicaciones por iteracién. Un detalle importante a destacar es que estas dos
multiplicaciones son dependientes entre si. Luego, no pueden ser ejecutadas en
paralelo ni tampoco son especialmente adecuadas para su ejecucién en un ini-
co multiplicador segmentado. Una multiplicacién adicional por el dividendo Y
proporciona el resultado para la division.

Raiz cuadrada (v X) y raiz cuadrada reciproca (1/vX): La ecuacién
de convergencia (1.32) se expande en las siguientes operaciones aritméticas (Fig.
1.6).
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w
.3 Wn_1
H

Wy — — ‘ H —
Tabla de lteracion lteracion | ¥ \J lteracion
busqueda Newton-Raph.| Iy Newton-Raph.flp B W 1 Newton-Raph n

Figura 1.6: Estructura del algoritmo NR

2

Si—1 = Wi
ni1 =X n;1
di-1 =3 —n;—1

w; = wi271 . di,1 (134)

En este caso son tres las multiplicaciones dependientes que se realizan por
cada iteracién. Se necesita una multiplicacién adicional por el operando X para
obtener el resultado de la raiz cuadrada.

Ejemplo de implementacion: Una de las implementaciones méas conoci-
das es una adaptacion del algoritmo NR para la operaciéon multiplicacién-suma
[ITY95]. Este método aborda tres maneras diferentes de obtener la aproxima-
cién inicial para el algoritmo. El primero se basa en una aproximacién directa
(AD) al resultado que estd almacenado en una tabla. El segundo consiste en una
aproximacion lineal (AL) en la que se evaliia una funcién lineal mediante unos
coeficientes obtenidos de unas tablas. La ultima de ellas es una modificacién
mejorada de la aproximacién lineal (ML), que es la propuesta en el articulo.
Para direccionar las tablas se utilizan los m primeros bits del operando X.
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

La ecuacién (1.30) del método se modifica para obtener un algoritmo de un
orden de convergencia més alta para una unidad de multiplicacién-suma segiin
[Fer67]:

paso 1 : Di=1—-w,_1-X
paso 2 : wis1 =14+ D;+D?+ D+ + D5 N .wiy (1.35)

Este algoritmo tiene una convergencia de orden k. El algoritmo reescrito se
denomina algoritmo HOC (n es el niimero de iteraciones):

[Algoritmo HOC]
for i=1 to n do
pasol: Djo=1—-w;—1-X
paso 2: for j=1 to k; — 2 do
D;j=D;o-Djj_1+ Do
paso 3:  w; =wi—1 D, , +wi1

El algoritmo HOC tiene su mejor rendimiento cuando el grado de conver-
gencia es cubico. Este trabajo propone también un algoritmo acelerado para
acelerar la convergencia (AHOC).

[Algoritmo HOC]
for i=1 ton do
paso 1: Dio=1-w;j—1-X
paso 2: Di1=D;o- (14 Do)+ D?,o
paso 2.2: for j=2 to k; — 2 do
D;j=Dio-Dij—1+ Dip
paso2.3: w; =wi—1 Dy, , +wi1

Todas las operaciones de ambos algoritmos pueden ser realizados con una
unidad de multiplicacién-suma. Para el caso concreto del algoritmo AHOC,
D?,o es una aproximacion a D?,o leida de tablas direccionada con los [ bits mas
significativos de D; o. (1+ D; o) puede ser obtenido usando muy poco hardware
adicional.

El nimero de bits correctos obtenidos dependerd del tamano de las tablas
utilizadas para obtener las aproximaciones. Asignando una latencia de tres ciclos
para la operaciéon de multiplicacién suma se puede obtener los resultados de
la Tabla 1.5 para distintas configuraciones de los métodos de aproximacién y
algoritmos. Por ejemplo, para alcanzar doble precisién (54 bits) con M = 9
se necesita m = 18 para AD+HOC, m = 13 para AL+HOC y m = 11 para
ML+HOC.
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Método M=3| M=6 | M=9 M =12 M =15 M =18
AD+HOC m 2m+1 | 3m+2 4m 4+ 3 6m + 5 I9m + 8
AL+HOC 2m + 2 - 4m+5 6m + 8 8m + 11 12m + 17
ML+HOC 2,5m - 5m 7,5m 10m 15m
ML+AHOC — — — 7Tom+1—2 | 10m+1—2 | 15m+2l—4

Tabla 1.5: Nimero de bits correctos usando m bits para aproximacion inicial con M ciclos

B. El algoritmo de Goldschmidt

En este apartado se describe el algoritmo de Goldschmidt (GLD) para divi-
sién, reciproco, raiz cuadrada y raiz cuadrada reciproca [Gol64]. Se deriva de la
expansion en serie de Taylor [Sco85]. Como todos los algoritmos multiplicativos
tiene una convergencia cuadratica, tal y como se vera mas adelante.

Divisién y reciproco: Para obtener el algoritmo supongamos que el divisor
(X) y el dividendo (1) son el numerador y el denominador de una fraccién. Esta
técnica consiste en dos recurrencias multiplicativas, una de las cuales converge
hacia uno, de manera que la otra debe converger hacia la funcién deseada.

%x%%xgix”ng (1.36)
De manera que
K- Ky - K, = Cociente (1.37)
y
X Ky Ky K,=1 (1.38)

La seleccion del factor K; es la parte esencial del procedimiento y estd ba-
sada en lo siguiente. Aunque se pueden utilizar otros rangos, para facilitar esta
explicacién vamos a suponer que el divisor se puede expresar como

X=1-«a (1.39)

donde @ < 1/2 de manera que X serd una fraccién en punto flotante de la
forma 0,1zzzzx - --.
Si ademaés se considera K7 como 14 «, podemos definir la siguiente cantidad.
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m=X-K=01-a) - (1+a)=1-a? (1.40)

Donde o? < 1/4 dado que o < 1/2. Debido a esto este nuevo denominador
es de la forma 0,11zxxz - - -.

Del mismo modo, seleccionando Ko = 1 + a? se doblard el nimero de bits
igual a 1 en la parte méas significativa de rs.

ro=r-Ko=(1-0%-(1+a%=01-0a*)=0,1111lzzzz--- (1.41)

En general, para una iteracién i, a; < 1/2" y a1 < 1/22n. Continuando
esta serie de multiplicaciones hasta que «; es menor que el bit menos significa-
tivo del denominador, obtendremos un denominador en (1.32) equivalente a 1
(0,11111---111).

Es también importante observar que el multiplicador para cada iteracién se
puede obtener mediante el complemento a 2 del denominador.

Ki+1:2—n-:2—(1—an):1+an (142)

Paralelamente, se puede obtener el cociente (w) mediante el cdlculo del nu-
merador en la expresién (1.32)

Este cociente, tal y como se ha planteado hasta ahora produce como resulta-
do el reciproco del operando X. El proceso para obtener la divisién es totalmente
analogo. Se plantea la misma serie de multiplicaciones pero con un dividendo

Y.
=X == X =/ X X — (1.44)

La obtencién de los factores es igual a la del reciproco en la ecuacién (1.22).
La obtencion del resultado viene dado por la siguiente ecuacién.

Supongamos un ejemplo del célculo del reciproco de X = 5/8 y que la
aproximacion inicial al resultado es wg = 1. El proceso de obtenciéon consiste
en la evaluacién de las ecuaciones (1.43), (1.42) y (1.41). El resultado exacto es
X =1,6. En la tabla 1.6 se puede ver como, en cada iteracién, el resultado se
va aproximando rapidamente al resultado exacto y el error decrece.
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J w; T K Wit+1 error

0 1 5.273 11-273 1,375 -0.225

1] 11-273 55 .26 73.276 1,5683594... -0.03164...

2 1803-279 | 4015-2"12 | 4177 -272 | 1,5993743... | -0.000625706...

Tabla 1.6: Ejemplo del algoritmo de Goldschmidt para el reciproco

Raiz cuadrada y raiz cuadrada reciproca: En este caso se utiliza el algo-
ritmo GLD para obtener una aproximacién de la raiz cuadrada (v X) o la raiz
cuadrada recfproca (1/v/X) del operando X. Al igual que en el caso anterior,
consiste en encontrar la serie de factores multiplicativos en la siguiente fraccion

1 Ky K, K,
Y><?12><K—§><---><K—721 (1.46)
El denominador al igual que en el caso anterior tiende a 1.
X K} Ki  K’=1 (1.47)

El producto w, = K; - Ko --- K,, proporciona una aproximacién a 1/\/)?
Para obtener una aproximacién a la raiz cuadrada de X serd necesario calcular
el producto K7 - Ko --- K,,.

También es muy importante en este caso la seleccion de los factores subsi-
guientes K;, que en este caso es un poco mas complicada que en el caso anterior.

Suponiendo un operando de la forma

X=1-« (1.48)

y la seleccion de un K71 = 1 + «a, obtenemos
=X -Ki=(1-a) (1+a)? (1.49)
En este caso, el valor del siguiente factor se plantea como una aproximacion

3—7"1'
2

Ki+1 ~ (150)

Implementaciéon: El ultimo aspecto a tratar es la implementacion del algo-
ritmo GLD. Las consideraciones generales, en cuanto al rango de los operandos
y de la aproximacion inicial, son las mismas que en el caso del algoritmo de
Newton-Raphson.
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w3, T' Wn-1
W, » » H H -
Tabla de Iteracion Iteracion V \i Iteracion
busqueda Goldschmidt Y Goldschmidt LI Goldschmidt s

Wy Ty

Figura 1.7: Estructura del algoritmo GLD

Divisién (Y/X) y reciproco (1/X): Como se explicé anteriormente, el al-
goritmo consiste basicamente en encontrar una secuencia de nimeros K1, Ko, - - - K;
que satisfagan la relacién

T‘Z‘:X-Kl-K2~-'K,‘—>1 (151)

El primer elemento K; es la aproximacion de baja precisiéon al reciproco
(semilla). K; se usa en el computo de r;. Después de esto se calcula un nuevo
Kiy1.

Ki :2—7'1',1 (152)

El resultado después de ¢ iteraciones para el reciproco es:

Las operaciones aritméticas basicas para cada iteracién se representan en la
figura 1.7. Como se puede comprobar en este caso son igualmente necesarias
dos multiplicaciones por iteracion. Pero con una diferencia. Ahora estas dos
multiplicaciones son independientes de manera que pueden ser realizadas en
paralelo o en un mismo multiplicador segmentado.
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En cada iteracion del algoritmo se obtiene la nueva aproximacién al resultado
mediante el calculo de un nuevo K. Como se muestra en la figura 1.7, cada
iteracién consisten en las siguientes operaciones:

K; = 2-ri
wi = wi—1- K
ri = Tij—1- K1 (154)

El algoritmo NR sdlo es capaz de obtener el reciproco, de modo que para
calcular la division se calcula una estimacion para el reciproco y luego se multi-
plica por el dividendo Y. Sin embargo, para el algoritmo GLD hay dos maneras
distintas de llegar al resultado para la division. La primera de ellas es igual a la
del algoritmo NR. La otra posibilidad es partir de una aproximacion inicial a la
division. Haciendo esto el algoritmo converge directamente hacia la division.

Raiz cuadrada (v/X) y raiz cuadrada reciproca (1/v/X): Nuevamente,
se trata de encontrar una secuencia K1, Ko, - - - K; que ahora satisface la relacion

ri=X-K? K2 K?—1 (1.55)
En cada nueva iteracion se calcula otro K.
3 Tio1
K, == — 1.
5 5 (1.56)

Se obtiene una aproximacion a la raiz cuadrada reciproca por medio de la
expresion

wi=K Koy K; = 1/VX (1.57)

Las multiplicaciones necesarias en cada iteracién serdn ahora tres (Fig. 1.7)
y dos de ellas independientes entre si. Vuelven a existir dos posibilidades para
el calculo de la raiz cuadrada. Mediante una multiplicaciéon por el operando X
o partiendo, desde el principio, de una aproximacién a la raiz cuadrada.

Cada iteracién del algoritmo para esta operacién se compone de las siguientes
operaciones:

Kl = 5(3 — 7'1,_1)
w, = wi—1-K;
ry = Ti-1- K? (158)
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1.3. Redondeo de algoritmos multiplicativos

El redondeo de los algoritmos DR es muy sencillo puesto que en cada itera-
cion se calcula el resto parcial del resultado. En estos algoritmos el resultado se
calcula digito a digito en cada iteracion. Tradicionalmente el redondeo de estos
algoritmos se realiza tal y como fue descrito en [Fan87] y [EL92] en base a los
siguientes pasos:

= Célculo del resultado con un digito adicional para poder realizar el redon-
deo

= Se necesita primero una correccién del resultado cuando el resto es nega-
tivo para producir un resultado de resto positivo. Esto se hace mediante
la deteccién del signo del resto y la suma de un bit si es necesario.

= Redondeo del resultado teniendo en cuenta si el resto estd normalizado o
no.

Sin embargo, para los algoritmos multiplicativos, es necesario calcular el
resto para realizar el redondeo puesto que no lo producen de manera directa.
Existe un método que es una excepcién a este criterio [Mar90, IM99]. Dicho
método evita el cdlculo del resto, pero es menos eficiente puesto que se necesita
calcular el resultado con el doble de exactitud que la requerida finalmente. Se
ha demostrado que se puede obtener el resultado correctamente redondeado si
se calcula el resultado con el doble de exactitud [Mar90]. Esto supone el cdlculo
de una iteracién adicional del algoritmo y una mayor ancho del multiplicador
utilizado. De esta manera, el consumo en hardware y tiempo del algoritmo es
sensiblemente mayor.

La estrategia tradicional usada para redondear el resultado de estos algo-
ritmos es crear un resultado preliminar que es una aproximacién al resultado.
Denotamos el resultado exacto (con precisién infinita) como w. Después del
redondeo, se debe obtener una aproximacién al resultado de n bits que esté co-
rrectamente redondeada. Esto quiere decir que el resultado obtenido es el mismo
que el que se hubiese obtenido de redondear el resultado exacto w. La aproxima-
cién obtenida directamente del algoritmo se denotara como w que tendra algunos
bits extra de exactitud. Se supone, ademds, que & tendrd un error bipolar (two-
sided), es decir, un error que puede ser positivo o negativo, como es usual en las
implementaciones hardware.

El método descrito a continuacién obtiene una nueva aproximacién w’ modi-
ficando w. Esta nueva aproximacién tiene n mas un nimero determinado de bits
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que depende del caso. Estos bits adicionales y el signo del resto son usados para
determinar la accién de redondeo que se aplica a w’ para obtener el resultado
correctamente redondeado. Este resultado se usa para calcular el resto de la
operacion. El signo del resto y los dltimos bits de la aproximacién se usan para
decidir qué accién de redondeo realizar.

w o=

=<

rem = Y —w - X
compara (W' - X) con' Y

El calculo del resto y su comparacién con cero se sustituye con el calculo de
(w-X) y su comparacién con el dividendo. Es importante resaltar aqui que sélo
unos pocos bits de (@ - X) son significativos para esta operacién

Por simplicidad, se expone aqui inicamente el redondeo al mas proximo, el
redondeo para el resto de los modos puede ser revisado en [Sch95, OF97]. Las
conclusiones obtenidas para redondeo al mas préximo pueden ser aplicadas a
los otros tres modos de redondeo.

En esta seccién se presentan el método més conocido [Sch95] y una extensién
de é1 [OF97] para el redondeo de algoritmos multiplicativos. Ambos intentan
evitar el calculo del resto en el mayor nimero de casos posibles.

1.3.1. Meétodo clasico de redondeo

Supongamos que el resultado @ se calcula con n + k bits de precision y que
tiene una exactitud de £2~("*9) donde k > j > 2.

—2=n ) <y — o < 270D (1.59)

Este método estd ilustrado en la figura 1.8 para el caso concreto con j = 2
y k = 5. En la parte superior de la figura se representan los posibles valores
que pueden tomar @ si se calcula con n + 5 bits de precision. No todos los
puntos estan etiquetados. Los que si lo estdn estan representados por los bits
w[n : n+2] (los bits W[n+3 : n+5] son cero para estos puntos). L es el bit menos
significativo a la precisién requerida, @w[n|. Los otros dos bits representados son
los bits extra obtenidos para calcular @ a la exactitud requerida. En la parte
inferior se representan los posibles valores para w’ que tiene un bit extra de
precisién y también de exactitud.

El método consiste en cuatro pasos:
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£ 2 e, 2, . £ M2 e,
AT A e « T Al
L00 Lo1 L10 L1 (L+1)00
truncara .- truncara ; truncara ;
n+l ot n+1 i n+1 i
1 & \/ \
w Lo L1 (L+1)0

(L REPRESENTA EL BIT EN LA POSICION n)

Figura 1.8: Dos primeros pasos del redondeo

H w'[n+1] ‘ resto H accién de redondeo H

H 0 ‘ - H truncar H
1 =0 -
1 truncar
1 + incrementar

Tabla 1.7: Tabla de redondeo para redondeo al més préximo

Incrementar & en una constante menor que £2~ (1) pero mayor o igual
que +£2-("*9) En este caso particular +2~("*2),

Para obtener w’ truncar la sobreestimacién obtenida a n + 1 bits.

Determinar si el calculo del resto es necesario. Esto se hace examinando
el bit w’'[n + 1] en la Tabla 1.7.

Calcular el resto rem =1 — X - w’ (si es necesario). Observando el signo
el signo del resto (si es necesario) y el bit n + 1 de w’ (Tabla 1.7) realizar
la accién de redondeo apropiada.

Este método [Sch95] calcula una nueva aproximacién w’ con n + 1 bits de
precisién y una exactitud de £2~("*t1) mediante la transformacién de &. La
accion de redondeo se determina examinando el bit n+1 de w’ y el signo del resto.
El célculo del resto no es necesario en todos los casos. Las diferentes acciones de
redondeo estan recogidas en la tabla de redondeo (Tabla 1.7). Cuando el bit n+1
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de w’ es cero la accién no depende del valor del resto. Entonces, para estos casos
no es necesario calcularlo. Usando este método la mitad de las entradas posibles
de la tabla para w’[n + 1] necesitan el cdlculo del resto. Como se verd mds
adelante, se determinara que esto supone un 25% de los casos cuando w’ se
calcula con un bit extra.

1.3.2. Generalizacion del método clasico

Existe una generalizacién al método anterior [OF97] que consiste en obtener
w’ con m bits extra (m > 1). El método anteriormente descrito requiere obtener
la aproximacién al resultado con un bit de guarda adicional, lo que permite
evitar el calculo del resto para la mitad de las entradas posibles de la tabla.
Este método puede ser extendido del siguiente modo. Considérese por ejemplo,
que la aproximacion @ se obtiene con n + 3 bits de exactitud.

—27 (D) <y < 27 D) (1.60)
Los dos primeros pasos son muy similares al caso anterior:
» Incrementar @ en 2~ (713,

= Truncar el resultado obtenido a n + 2 bits para formar w’. Ahora tiene
n + 2 bits de precisién y de exactitud.

= Determinar si el cdlculo del resto es necesario segun la tabla 1.8

Calculo del resto, si es necesario, y determinacién de la accién de redondeo
(Tabla 1.8)

Las acciones de redondeo para este caso se muestra en la Tabla 1.8. En este
caso sélo una entre cuatro entradas posibles de la tabla necesitan el calculo del
resto. Estas combinaciones estdn marcadas en negrita.

Este método puede ser generalizado para cualquier nimero de bits de guarda
adicionales m, con m > 1:

» Incrementar & en 2~ (vtm+1),

= Truncar la sobreestimacién a n-+m bits para obtener w’. El error serd ahora
+27™ - ulp.

» Determinar si el cdlculo del resto es necesario.
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H w'n 4+ 1] ‘ resto H accién de redondeo H

00 =0 truncar
00 - truncar
00 + truncar
01 =0 truncar
01 - truncar
01 + truncar
10 =0 -

10 - truncar
10 + incrementar
11 =0 incrementar
11 - incrementar
11 + incrementar

Tabla 1.8: Tabla de redondeo con dos bits de guarda

= Célculo del resto y determinacion de la accién de redondeo.

En este caso, cuando usamos m bits de guarda adicionales, el cémputo del
resto serd necesario para 2~ de todas los posibles combinaciones de estos bits.
Tal y como se verd mds adelante (capitulo 3) cuando m = 1 se realizard el
redondeo en el 25% de los casos mientras que, cuando m = 2 se realiza en el
12,5 % de ellos. Para la implementacién del redondeo en los casos en los que se
necesita el resto es necesaria una multiplicacién adicional para calcularlo. Esto
puede suponer en algunos casos hasta un 25 % de la latencia total del algoritmo
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Capitulo 2

Optimizacion del tamano
del multiplicador

Todas las operaciones aritméticas estan afectadas por un error cuando son
implementadas en hardware. Este error es debido en parte a que, en hardware,
se dispone de una precision finita para la representacion de los nidmeros. Los
algoritmos multiplicativos, dado que son un conjunto de operaciones aritméti-
cas, estdn también afectados por este tipo de errores. Este capitulo presenta un
andlisis exhaustivo de las distintas contribuciones existentes al error total en su
implementacion hardware. Dicho andlisis se realiza para las cuatro operaciones:
reciproco, division, raiz cuadrada inversa y raiz cuadrada. El resultado de este
andlisis son expresiones analiticas que permiten obtener el error del resultado
de estas operaciones. Dicho error se obtiene en funcion del error de la iteracion
anterior y el error debido al cdlculo de las operaciones intermedias en cada ite-
racion. La exactitud de estas expresiones es validado por medio de simulaciones
erhaustivas. Las mismas expresiones son usadas para, relaciondndolas con el
tamano del multiplicador, obtener su tamano dptimo. A través de este método
consequimos un método de diseno de unidades aritméticas de algoritmos multi-
plicativos. Encontrar un tamano éptimo del multiplicador supone un ahorro de
tiempo de cdlculo y drea.
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2.1. Introduccion

A pesar de que ya existe algun analisis del error para algin algoritmo mul-
tiplicativo concreto (ver por ejemplo [ES03a]), no existen andlisis que permitan
el célculo del error de una manera precisa y general para todos los algoritmos
multiplicativos. Los algoritmos multiplicativos, tal y como indica su nombre,
tienen como operacién fundamental la multiplicacién. La precision finita dispo-
nible en las implementaciones hardware hace que, en cada operacién aritmética,
se introduzca un error adicional en el computo del resultado final. Este error
serd denominado a partir de aqui como error de las operaciones intermedias o
error del hardware. En el caso de los algoritmos multiplicativos, se parte de
una aproximacion al resultado con una exactitud determinada. Las iteraciones
del algoritmo permiten obtener una aproximacion final mas exacta pero con un
determinado error, que se acumula al anterior. A este error se denominaré error
de aproximacién del algoritmo

Partiendo del error de la aproximacion inicial y acumulando los errores de-
bido a las distintas operaciones intermedias en la primera iteracion, se llega al
error total del resultado en la primera iteraciéon. Una vez obtenido éste, se gene-
ralizard este resultado para una iteraciéon genérica ¢, de manera que se obtiene
una expresion general para cualquier iteracién del algoritmo. El error del resul-
tado de cada iteracion es la suma del error de aproximacién mas el error debido
a las operaciones intermedias.

Como se mencioné anteriormente, el error de aproximacién se obtiene en
funcién del error del resultado de la iteracién anterior y de los errores de las
operaciones intermedias. El error de aproximacién puede ser expresado en fun-
cién del nimero de bits de la aproximacion inicial que denotaremos con b. Del
mismo modo, el error de las operaciones intermedias tiene relacién directa con
el tamano de palabra de las operaciones intermedias (p). Por tanto, lo que se
obtiene es la expresion del error total del resultado de cada iteracion en funcién
del nimero de bits de la aproximacién inicial y el tamano del multiplicador.

El nimero de bits de la aproximacién inicial es un dato conocido, y el error
del resultado final es un requerimiento del diseno. Es necesario obtener el re-
sultado con una exactitud suficiente para poder realizar el redondeo. Ademds,
es posible establecer un valor maximo y un valor minimo para el error de cada
una de las operaciones intermedias. Utilizando esta informacién y aplicindola
a la expresion del error de una iteracién determinada es posible establecer un
valor maximo y minimo para el error de dicha iteracién. Estos valores estaran
expresados en funcién del tamano de palabra de las operaciones intermedias.

Con todos estos elementos se consigue un método de diseno para algoritmos
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multiplicativos. Fijando el tamano de la aproximacién inicial y con el requeri-
miento de exactitud para el resultado, dependiendo de la precisién, se obtiene
el tamano de palabra 6ptimo de las operaciones intermedias. De este modo, se
fija el tamano 6ptimo del multiplicador. Esta son la tres magnitudes principales
que definen una unidad aritmética basada en este tipo de algoritmos.

2.2. Analisis del error del algoritmo GLD

Antes de realizar el andlisis, es necesario fijar las convenciones de notacién
acerca del error. Se define el error absoluto € 4 como la diferencia entre la mag-
nitud calculada A y su valor exacto A.

EAZA—A (21)

Entonces,

ea>0=>A>A
ea<0=A<A (2.2)

El resultado de una iteracién general i de un algoritmo se denota como
w;. De acuerdo con 2.1, @; es la suma del resultado exacto w mas el error
correspondiente ¢; !. El error estd causado por el error de aproximacién del
propio algoritmo y el error de redondeo de las operaciones intermedias, debido
a la precision finita de la representacién de los nimeros en hardware.

Durante todo este andlisis no se considerara ningtn error en los operandos
X e Y, que estardn normalizados y con una precision de n bits fraccionales.
El andlisis descrito en este capitulo serd el del algoritmo GLD. El analisis para
el algoritmo NR es andlogo y se incluye en el Apéndice A. El proceso consiste
en reescribir las ecuaciones del algoritmo (en este caso las ecuaciones definidas
para la implementacién del algoritmo GLD en la seccién 1.2.2) pero teniendo
en cuenta los errores de la operaciones intermedias.

Se asumird que el error en la aproximacién inicial correspondera a una unidad
en el dltimo lugar (1 ulp) con respecto a su precision, es decir, £27°. En el caso
de las operaciones intermedias el error correspondiente serda 1 ulp con respecto
a la precisién con que se obtiene su resultado (+£277).

LEl error contiene las contribuciones del error de aproximacién del algoritmo y de las
operaciones intermedias. Por eso aparece w en lugar de w;
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2.2.1. Reciproco

El punto de partida de este andlisis es el error de la aproximacion inicial.
Como se ha mencionado anteriormente, ésta es normalmente obtenida de la
lectura de tablas. La lectura de la aproximacién inicial se denominara iteracion
0. Supongamos que tiene una precisién y una exactitud de b bits. Luego, el error
del resultado de esta primera iteracion es

g9 =27° (2.3)

Para hacer el andlisis de la siguiente iteracion se usan las ecuaciones para el
algoritmo GLD de la seccién 1.2.2.

K; = 2-ri
wi = wi1-K;
ry = Ti-1- Kz (24)

Estas ecuaciones son ahora reescritas teniendo en cuenta las distintas con-
tribuciones al error de cada operacién intermedia. La primera de las ecuaciones
se obtiene de la combinacién de las ecuaciones (1.44) y (1.46). Entonces, para
la iteracién 0 obtendremos.

7o =X Wy + Eio (25)

Esta expresién incluye los errores de rg y wo usando la notacién establecida
en (2.1) y el error producido por la multiplicacién, €/, . De ahora en adelante, el
superindice ¢ significarda que el error al que se refiere es debido a una operacion
aritmética intermedia. El subindice representard la magnitud calculada con es-
ta operacion. Es decir, por ejemplo, do es el error debido a la multiplicacién
necesaria para calcular ry. La expresion anterior puede ser expandida teniendo
en cuenta el error wy (£9).

fo =X (w+eo) +¢l, (2.6)

El siguiente paso es la obtencién de K a partir de la ecuacién (2.6) para la
siguiente iteracién del algoritmo, (K 1). Esto se hace reescribiendo la ecuacién
(1.45). La operacién necesaria en este caso es el complemento a dos de rg. Se
considera que dicha operacién también introduce un error.

Ky =2~ + €l (2.7)
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Al igual que la anterior ecuacién, esta puede ser expandida introduciendo el
valor de la ecuacién (2.6). Se obtiene asi el valor de K calculado con todas las
contribuciones al error.

Ki=2-X (wte) —cl +el, (2.8)

Una vez que se conoce la expresién completa de K7, es posible el calculo de
r para la siguiente iteracién (71), que serd usado en la siguiente iteracion.

’f‘l = fg . f(l + 6:.1 (29)

Ahora también es posible obtener la aproximacién al resultado para la si-
guiente iteracion. Esta expresion es la utilizada para la obtencion del error del
resultado:

(Z)l :@0'K1+€31 (210)

Expandiendo @g e introduciendo la expresién obtenida en (2.8) en la ecuacién
anterior se obtiene la aproximacién al resultado de la iteracion 1 con todas sus
contribuciones al error.

1 =(w+eo) 2—X-(w+eo) —el, +ek,]+el, (2.11)

Teniendo en cuenta que W3 = w + €1 en (2.11), el error del resultado del
algoritmo para la iteracién 1 (1) es:

L t t t t t

E1=— g W (€r — €k,) — €0 (e, — €K,) + €0, (2.12)

Siguiendo los mismos pasos, es posible obtener la expresion del error del

resultado para las iteraciones siguientes. Podemos establecer, de modo similar,

la expresion del error del resultado para una iteracion genérica i. Realizando, de

nuevo, la combinacién de las ecuaciones (1.44) y (1.46) para un iteracién i — 1,
se obtiene la siguiente ecuacion:

Fi1 =X @1 + €} (2.13)

Ti—1

Igual que en el caso concreto anterior, esta expresiéon puede ser expandida
teniendo en cuenta el error del resultado en la iteraciéon anterior.

Fiir =X (wei—1) +el, (2.14)

-1
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Volviendo a reescribir la ecuacién (1.45) se calcula K para la préxima itera-

cién del algoritmo (K;).

Ki=2-X (w+ei1)—¢l_ +¢k, (2.15)

Es posible ahora el célculo de 7; para la iteraciéon i-ésima.

Ty =Ti_1- f(z + 8% (2.16)

La expresiéon que nos sirve para el calculo del error de la aproximacién al
resultado es:
A - 2 t
G = wi—q - K; + € (217)

1

Reemplazando (2.15) en (2.17) se obtiene el resultado para la aproximacién
i-ésima.

W= (wtei—1) 2-X-(wHe1)—el | +ex]+el, (2.18)

Ti—1

Teniendo en cuenta que w; = w + ¢; en la ecuaciéon anterior, se obtiene el
error del resultado para la iteracién i-ésima, &;.

1
€= - ~5§,1 —w- (Efﬁifl — 57}() — &1 (6%71 — €tK) + Eﬁ,i (2.19)

El error del resultado en cada iteracién depende de los errores debido a las
multiplicaciones en la iteracién (gl, . ), el error debido al complemento a dos
(¢),) y el error del resultado en la iteracién previa (g;-1).

La expresion del error para la divisién es muy similar a la ecuacién (2.19)
porque sélo se necesita una multiplicacion adicional por el dividendo Y. Por esta
razén y por simplicidad a partir de ahora se presentaran tnicamente los andlisis
para el reciproco.

Un anélisis més detallado de la expresién del error permite extraer informa-
cién adicional. El primer término (——¢? ;) es la expresién bien conocida del
w

error de aproximacién del algoritmo de GLD [PB02], que es siempre negativa®.
El resto de los términos involucra al error de las operaciones intermedias. Estos
términos pueden hacer el error total positivo en algunos casos. De hecho, a me-
dida que se incrementa la precisién utilizada, estos términos se hacen cada vez

2Hay que tener en cuenta que no se tiene en cuenta el signo de los operandos, siempre se
consideran positivos. Los signos se computan de manera separada
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mas pequenos y el error tiende a tener unicamente la contribucién del error de
aproximacién; igual que en el caso de precisién infinita.

2.2.2. Raiz cuadrada reciproca

Se puede hacer un andlisis similar para la raiz cuadrada reciproca y la raiz
cuadrada. La aproximacion inicial también se lee de tablas. A esta accion se le
denotara como la iteracién 0. Se supone que la aproximacion inicial (&) tiene
b bits correctos. Entonces, el error de la aproximacion inicial es

gg=2""° (2.20)

Tgual que para la division y el reciproco, para obtener el error del resultado
de una iteracién determinada se reescriben, teniendo en cuenta el error de las
operaciones intermedias, las ecuaciones de la iteracion:

1
Ki - - 3— i—
53— 7i-1)
wp = wi1- K
rio= i K7 (2.21)

Para obtener el error del resultado en la iteraciéon 1, se comienza con la
combinacién de las ecuaciones (1.47) y (1.49) para calcular ry.

o =X (0% +elp) +ep, (2.22)

Al igual que para el reciproco no se considera ningun error en los operandos.
Ahora, aparece un término adicional en (2.22) respecto del reciproco porque
hay una multiplicacién adicional para calcular &2 en 7, (eig). Debido a esta
multiplicacién se necesitan tres por cada iteracion para el calculo de la raiz
cuadrada reciproca.

La expresion de K para la raiz cuadrada, teniendo en cuenta los errores, es
la siguiente:

- 1

K, = 5(3 —fo) + €k, (2.23)
Reemplazando (2.22) en (1.48) se obtiene:
2 gt t
- g5 €o w2 €L .
Ki=l-os = "o 5 Tk (2.24)
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Una vez que se dispone de K7, se puede calcular @, mediante .

(.:)1 = uAJO . Kl + 62)1 (225)
Esta ecuacién se expande introduciendo en ella el valor de K7 de la ecuacién

(2.24)

) e ¢ els et
wl:(w+€0)~[1——0——0——‘)——0—&—5%1]4—52,1 (2.26)

La ecuacion anterior sirve para obtener la expresion del error del resultado
para la primera iteracion.

3 9 1 3 1 t 4 t

LT T T gt gt @ (5 ek
€1 t 1 t ¢ 997
—50~(—2 —EKI)——2w2~€0~€w3+5wl (2.27)

Siguiendo los mismos pasos que para el caso del reciproco, es posible obtener
la expresion del error del resultado para una iteracién genérica 1.

3, 1, 1 &
ST Tt T g, Ty )
o ! L L 2.28
—gi—1-( 9 —EKi)—ﬁ'Eiq'%gfl'i‘%i (2.28)

Los dos primeros términos de esta expresion se corresponden con el error
de aproximacién del algoritmo. El resto de los términos depende del error de
las operaciones intermedias. Estos términos pueden hacer que el error total sea
positivo en algunos casos.

2.3. Limites del error

Las ecuaciones obtenidas en la seccién previa van a ser usadas aqui para
poder establecer unos limites (superior e inferior) para el error del resultado en
una iteracién determinada del algoritmo. Estos limites serdn usados para obte-
ner el tamano de palabra 6ptimo para las operaciones intermedias a partir de
un requerimiento de exactitud para el resultado. Los requerimientos de exac-
titud siempre se expresan como desigualdades. Por eso, se utilizan los limites
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para obtener el tamano de palabra 6ptimo para las operaciones intermedias.
Antes de comenzar con este cédlculo, es necesario establecer algunas suposicio-
nes necesarias acerca de la arquitectura de las unidades hardware para llevarlo
a cabo.

Ya se ha mencionado en ocasiones anteriores que todos los algoritmos multi-
plicativos para divisién, raiz cuadrada y sus reciprocos comienzan con la obten-
cién de una aproximacion al resultado (semilla). Esta aproximacién se obtiene
de la lectura de tablas y a continuacién se realiza una serie de iteraciones. En
los disenos méas comunes siempre se utiliza una semilla con una precisién tal
que no se requieren mas de una o dos iteraciones para obtener el resultado con
una exactitud adecuada [Obe99]. De manera que se considerardn los casos de
obtencién del resultado con una o dos iteraciones.

Si suponemos que se obtiene una aproximacion inicial que tiene b bits frac-
cionales, tendrd un error méaximo de 1 ulp (£27°). Se asumird que todas las
operaciones intermedias en cada iteracién calculan sus resultados con el mismo
nimero de bits fraccionales. Desde el punto de vista del disefio hardware, esto
hace posible que se puedan implementar estos algoritmos mediantes el reuso
del multiplicador existente en la arquitectura [ES00]. El método de redondeo
considerado en las operaciones intermedias para este propdsito serd el redondeo
al més préximo por ser el mas comun. Para este método de redondeo el error
del resultado de las operaciones intermedias es 0.5 ulp. El mismo proceso que
se va a describir aqui podria ser llevado a cabo considerando cualquiera de los
otros métodos de redondeo propuestos por el estindar IEEE 754.

Teniendo en cuenta que los resultados de las multiplicaciones se proporcio-
nan con p bits fraccionales y que el método de redondeo es al mas préximo, el
error maximo producido por una multiplicacién serd +27P~!. De este modo se
relacionan el error con el tamano del multiplicador. Lo que se busca obtener la
expresiéon del error total para una iteracién en funcion del tamano del multipli-
cador. Asi, teniendo el error como requerimiento sera posible obtener el tamafio
optimo del multiplicador. Entonces, el objetivo sera obtener los valores maximo
y minimo del error estableciendo limites para cada término. Una vez obtenidos
estos limites, haciéndolos coincidir con los requerimientos de exactitud es posi-
ble obtener el tamano de palabra éptimo para las operaciones intermedias. Este
es el objetivo de este capitulo.

2.3.1. Reciproco

Considerando dos iteraciones, tal y como se ha hecho hasta ahora, seguimos
denotando la accién de leer la semilla como iteracién 0. De lo que se trata es
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de encontrar los valores méximo y minimo de la ecuacién (2.19). Para conseguir
esto es necesario encontrar los valores maximo y minimo de cada uno de sus
términos.

Una iteraciéon: FEn primer lugar, es necesario reescribir la ecuacién (2.19) del
error para la primera iteracion.

1
€1 = 7563 —w- (65"0 - 61}(1) —€o- (ef“o - Etf(l) + 52}1 (229)

De acuerdo con lo dicho anteriormente acerca de las operaciones intermedias
podemos establecer los limites para cada una de las contribuciones al error que
tenemos en esta ecuacién.

—2-b <gy< 27b

—9—p—1 Sé‘i < 92—p—1

—9—p—1 < 67}:1 < 92—p—1 (230)
—27p7t <el < 27t

El primero de ellos es el error de la aproximacién inicial, el segundo es el
error de la multiplicacion del calculo de rq, el tercero es el error del complemento
a dos para calcular K7 y el tercero la multiplicaciéon que interviene en el calculo
del resultado de la primera iteracién (wy).

Teniendo en cuenta el primero de los limites en (2.30) nos permite obtener
los limite para el primer término de (2.29).

1
—2 2l < _—2 < (2.31)
w

Este término nunca es positivo. Esto es conocido a priori dado que es el error
de aproximacién del algoritmo. Para el siguiente de los términos es necesario
tener en cuenta que los operandos estdn siempre en el intervalo [1,2). Entonces,
el resultado del reciproco w estard en el intervalo (0,5,1]. Sumando los errores
maximos de eﬁo, 57}(1 y multiplicando por el valor médximo de w se obtienen los
limites para el segundo término:

—27P <wlel, —ek,) <27 (2.32)

En el caso del tercer término, los limites involucran también el resultado de
la aproximacién inicial.

—270.27P < g (el — el ) <270 27 (2.33)
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El ultimo de los términos es, simplemente, el error de la multiplicacién ne-
cesaria para obtener el resultado de la primera iteracién (&;). Sus limites son:

—27P Tt <l <o7PTt (2.34)

Agrupando todos los limites superiores y todos los inferiores, obtenemos los
limites globales para el error de la aproximacion al resultado para la primera
iteracion.

L9l _gmpl (34 97ty <o) < 9Pl (34 97bH (2.35)

Dos iteraciones: El proceso para obtener los limites para el caso de dos
iteraciones es muy similar. Se parte de la expresion del error de la aproximacion
al resultado para la segunda iteracién.

L

t
eg=——cl—w- (e
2 el (

" €tK2) —e1- (sf,l — 5’}(2) + 62,2 (2.36)

Excepto el error de la iteracién anterior (1), todas las contribuciones al error
son parecidas al caso anterior. Son las siguientes:

_272b+1 —9-p—1. (3 + 27b+1) <g < 2-p—1. (3 + 27b+1)
—9—p—1 Sgﬁ < 92-p-1
_2—p—1 < EtK12 < 2—p—1 (237)
-2t <l < 27t

El siguiente paso a seguir es ir obteniendo los limites para cada uno de los
términos de la ecuacién (2.36). Para el primer término hay que tener en cuenta
el valor de los limites para (1) establecidos en (2.37).

——¢] 2 9. [2—25+1 + 2—])—1 ) (3 + 2—b+1)]2
w
1 2

—— < 0 2.38
—ef < (2.38)

Estas expresiones pueden ser simplificadas evitando asi tener unas expresio-
nes finales muy complicadas y que sean igualmente validas. En la figura 2.1 se
puede ver la representacién del término 3 + 27+! que aparece en los limites
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5 : . :
f(0)=3+2>*"
48

46
44 -

38 | ]
36
3.4 §

32 \'\
3 ‘ .

Figura 2.1: Funcién f(b) = 3 + 27b+1

de la ecuacién (2.38). El tamano de la aproximacién inicial (b) es, para dos ite-

raciones, de 7 bits. Si el esquema fuese de una sola iteracion la aproximacion

tendria atin més bits. Para ese valor, se puede ver en la grafica que, para b =7,

ese término es practicamente 3 y el término puede ser sustituido por ese valor.
Aplicando la aproximacién se obtiene:

—2.[27%H p ol (3o b2 v g (27 L 39712 (2 39)
Si se expande la expresién aproximada:

o~ 2. (27402 L 0772 4 3 97p L 9 2b T (2.40)

Dados que 2p es el doble del ancho con el que se realizan las operaciones
intermedias, el término 3 - 272P~2 es claramente despreciable. Integrando todas
estas simplificaciones, los limites para este término son:

1
——5% < 0

w

1

—;ef > 2743 _3.97242 o=p (2.41)
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Los limites para el segundo término de la ecuacién (2.36) se pueden extraer
facilmente con los mismos argumentos que para la iteraciéon anterior.

2P <w- (el —ef,) <27P (2.42)

En el caso del tercer término hay que sustituir en él los limites del error de
la iteracién anterior (ecuacién (2.35)). Haciendo esto se obtiene:

e (e, —ek,) = —27P 7427 (34270

’l"l_

e1-(eh, —el)) < 27P.[272H 4 o7Pml (34 270 (2.43)

Para este término también es posible hacer una aproximacién. Al expandir
la expresién aparecen términos multiplicados por 2727, Estos términos se ex-
plicé anteriormente que son despreciables. Por lo tanto, la expresion final para
los limites del tercer término es:

_9—Dp . 9—2b+1

Y

51 ' (57‘1 - gtf{g)
e1- (el —el,) < 27P.27%H! (2.44)

Los limites del ultimo término son iguales que en la iteracion anterior.

—27Pml <l <omPt (2.45)

Agrupando todos los limites superiores y todos los limites inferiores (sin
ninguna aproximacién) obtenemos la expresién de los limites para la segunda
iteracién.

_9—4b+3 _9—p—1, (3+7- 2—2b+2) <gy < 9—p—1, 3+ 2—2b+2) (2.46)

Estas expresiones hacen posible el cédlculo del tamano de las operaciones
intermedias (p) para un tamano aproximacion inicial concreta (b). El error final
del resultado, es decir la exactitud con que ha de calcularse el resultado, es un
requerimiento del diseno. Por lo tanto, es dado a a priori. Al igual que para el
caso de la expresién del error del resultado para cada iteracién, estos limites
han sido validados por medio de simulaciones exhaustivas, como se verd mas
adelante.
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2.3.2. Raiz cuadrada reciproca

Realizamos ahora la obtencién de los limites del error de la aproximacion
al resultado para la raiz cuadrada reciproca. Se vuelven a proponer los limites
para una y dos iteraciones. Se trata, ahora, de obtener los valores maximo y
minimo de la ecuacién (2.28).

Una iteracion: La expresion del error para este esquema es como sigue:

t

3, 1 3 1 ‘ & .
LT _TW.EO_T(A)Q.EO_T&}Q.ES_ .(70_5 1)
Eio t 1 t t A
—60'(72 —6;(1)—72 2'60'6(2]+€1 (2 7)

Las contribuciones al error de cada una de las operaciones intermedias son
practicamente las misma que las de (2.30). Esto es asi porque las operaciones
intermedias siguen siendo las mismas. Hay una contribucién adicional puesto
que, en cada iteracién para la raiz cuadrada reciproca, se calcula el cuadrado
de la aproximacion al resultado en la iteracién anterior. Dicha contribucién al
error viene dada por:

—2 Pl < ea <27 (2.48)

La diferencia viene dada por la evaluacion de cada una de los términos de
la expresion del error. El primero de los términos tiene los siguientes limites.

3
-3.27% < -2 <0 2.49
<-—ed< (249)
Con el segundo término completamos la parte correspondiente al error de

aproximacién. Sus limites son:

_2—3b+1 S _%68 S 2—3b+1 (250)
w

A partir de aqui aparecen los términos que involucran los errores de las
operaciones intermedias. El primero de ellos es el tercer término de la expresion
para el error total.

1
AT R (2.51)
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El cuarto término es:

3 el
Sartcu (hod <

N W

DA (2.52)

El quinto término es similar pero involucra el error total de la iteracion
anterior.

3

3
—5 272 < (e, —ek,) S 527027 (2.53)
El sexto término tiene los siguientes limites:
1
_2_b+1 . 2_])—1 S _ﬁ -€p - Eig S 2—b+1 A 2—p—1 (254)

El ultimo término es, otra vez, el error de la multiplicacién que se realiza
para obtener el resultado.

—27P <t <ot (2.55)

Para calcular los limites del error total hay que agrupar los términos. En
el caso del limite inferior se hace una aproximacién basada en la figura 2.2.
Consiste en una gréfica en la que se comparan los valores de los limites inferiores
del primer y segundo término del error para tamanos tipicos de la aproximacion
inicial. A la vista de la gréfica se concluye que la contribucién del error del
segundo término es despreciable frente a la primera

Teniendo en cuenta la aproximacién citada y el resto de las contribuciones
al error los limites son:

9 7

e < 278l Zgmpml gy~ gmpml o g7b
= 2 2
9 7
e > —3-27% 3 2Pt 3 .g7p=l. g7t (2.56)

Dos iteraciones: Queda por tratar el esquema con dos iteraciones. El error
del resultado en la segunda iteracién es:

3 1 3 1 t £r t
€2 = _2w'51_2w2'€1_2w2.Ew%_w'( 21_6K2)
£ry t 1 t t
—e1 - (—2 —€%,) — 5,7 C1Ew +e,, (2.57)
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0.7 T T

fib)=2—3b+1/3*2'—2b

0.6

0.5

0.4

f(b)

03

0.2

0.1

Figura 2.2: Funcién f(b) = 2-3b+1/3 5 2-2b

Para este caso las contribuciones individuales de las operaciones intermedias
son completamente andlogas a los casos anteriores, asi que ya no son explicitadas
aqui. Los limites del primer término de la expresién del error se puede obtener
facilmente. Para este caso unicamente se deprecian, igual que se hizo en otros
casos, aquellos términos que son multiplos de 272P por ser muy pequeiios. Para
hacer las expresiones mas manejables, inicamente se hace una aproximacién en
el limite inferior, cuya expresion es:

—3-[9-27% 4 27P=1 . (27.2720 1 21.273Y)] (2.58)

La grafica 2.3 muestra que este la expresion anterior puede ser aproximada
por:

—3.[9-27% 4 27.2720 . 97P7 (2.59)

Por lo tanto los limites para el primer término son:
—4b % o-p-1_ 7O o
—27-27% 481-27%.277P §2—51§0 (2.60)
w
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0.8
0.7

0.6 \
s\ |

f(0)=21-2 /2722

03 | R

02 r 1

01 r 1

Figura 2.3: Funcién f(b) = 21 % 2730 /27 x 2—2b

En el caso del segundo término partimos del cuadrado del error de la iteracion
anterior obtenido en el andlisis del anterior término para obtener el cubo de
dicho error. Igualmente se desprecian todos aquellos términos que son multiplos
de 2727, En valor absoluto, el valor maximo que este término puede tomar es:
243 g—4b 187

— .95 2.61
5 t ) (2.61)

A la vista de la grafica 2.4 se puede ver que la ecuaciéon anterior puede ser
simplificada. Una vez hecho esto queda de la siguiente forma:

272760 po7P=1

24
272750 ¢ 73 Q74 g7l (2.62)

Los limite para este término:

-1
—27.2760+1 1 943.071b.97P=1 < 2—2-g§ < 27.2700F1 1 943.9740.97P=1 (2,63)
W
El tercer término tiene los valores limite:
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0.8

f(0)=(187/2)*22/(243/2) 2%
07

06 : |

0.5 8

03 | 8

02 r 1

Figura 2.4: Funcién f(b) = (187/2) x 2750 /(243/2) % 2—4°

1
_9—p et -p
27P <L 5.2 €2 <2 (2.64)
Para el cuarto término los limites son:
3 —p—1 Ef"o t 3 —p—1
_5.2 SW'(Q*_EKJSQQ (2.65)

En el cdlculo de los limites del quinto término, lo tinico que hay que tener
en cuenta es que se desprecian los términos que son multiplos 2727,

9 et

- 2720 . 97p—1 < 50(§ —eh) <

Con los mismos criterios que en el caso anterior se obtienen los limites para
el sexto término.

272 g7pl (2.66)

N ©

—1
—6-272.27P7 < ooz o relp <6-27%0. 270! (2.67)
w

Para el dltimo de los términos:
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1 . ‘ ; .

\ f(b)=((21/2)*222+243*2*P)/(9/2) ——
08 \
06

0.4

f(b)
H—

Figura 2.5: Funcién f(b) = ((21/2) * 272b 4 243 % 274%)/(9/2)

—27P 7t <l <omPrt (2.68)

La expresién final de los limites se obtiene mediante la agrupacion de los
limites superiores e inferiores. Comenzando por los superiores, la agrupacion de
los valores maximos produce la siguiente expresién:

9 21

27276041 4 o-pL, G+5 2720 1 243 . 27) (2.69)
Se puede realizar una aproximacién en los términos que estan multiplicados

por 27P~1. Esta aproximacién estd argumentada en la grifica 2.5. De manera

que la ecuacién (2.69) se aproxima por:

272760+ 4 g gmpt (2.70)

En el caso de los limites inferiores, la agrupacién de los limites produce el
valor minimo:
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—27.274 _97.976b+1 _o=p-1. (g + % 2720 1 943 271b) (2.71)
En este caso, para producir una expresion mas compacta vamos a aplicar
dos aproximaciones, segun las graficas 2.6b y 2.6a.
Asi, finalmente, los limites del error del resultado para un esquema de dos
iteraciones es como sigue (se realiza una aproximacién adicional para poder
trabajar con potencias de 2):

—o74bHs 4 g 227PTl < gy <2706 4 g g7t (2.72)

Al igual que en el caso del reciproco estas expresiones pueden ser utilizadas
para la obtencién del tamano éptimo del multiplicador para un requerimiento
del error y una tamafio de aproximacion inicial dadas.

Disponemos en este punto de las expresiones del error del resultado en cual-
quier iteracion para las distintas operaciones consideradas. El resultado es poder
conocer de manera analitica el error del resultado. Se han obtenido también los
limites que los valores del error del resultado puede tomar. Estos limites podran
ser utilizados para poder calcular el tamano de palabra éptimo para las ope-
raciones intermedias. Se presenta, a continuacién, la validaciéon de todas las
expresiones obtenidas.

2.4. Simulaciones

Para validar las expresiones del error y sus limites, obtenidos en la seccién
anterior, se ha utilizado la simulacién. Lo que se ha simulado es la ejecucion
hardware del algoritmo GLD. La herramienta utilizada fue Maple [GLMOS].
Esta simulacion contabiliza el efecto que el hardware y el redondeo tiene en los
resultados de las operaciones aritméticas.

Se realizaron simulaciones exhaustivas, lo que quiere decir que han sido si-
mulados todos los valores posibles de los operandos. La precision utilizada en
estas simulaciones fue la precisién simple del estdndar IEEE [IEE08] (23 bits de
mantisa, 8 bits de exponente y 1 bit de signo). Este formato es muy comiin en la
aritmética de computadores. Adicionalmente, permite realizar las simulaciones
en un tiempo razonable de tiempo. Las simulaciones para doble precisién serian
demasiado costosas computacionalmente.

Las arquitecturas simuladas seran las mismas que las utilizadas en la seccién
anterior. Se realiza la lectura de la aproximaciéon de una tabla. Se consideran
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f(0)=(27)"2/(27) 2% ——
s |
02} |
01} 1
o L 1 I
0 2 4 6 8 10
b
(a) Funcién f(b) = (27) x 276 /(27) x 2—4°
1 : : , :
f(b)=((183/2)"2 P+243+2 %)/(9/2) ——
08 | ]
06 | 1
)
04} .
02} _
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(b) Funcién f(b) = ((183/2) * 2720 + 243 x 2—4) /(9/2)
Figura 2.6: Aproximaciones para el limite inferior en el esquema de dos iteraciones
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dos iteraciones de modo que asi es posible validar todas la expresiones para una
y dos iteraciones.

El cédigo disenado para la simulacion tiene dos partes diferenciadas. En la
primera se evaliian de manera tedrica la expresiones obtenidas para el error en
las respectivas iteraciones. La segunda parte simula la ejecuciéon hardware del
algoritmo teniendo en cuenta el efecto del error en las operaciones intermedias.
Cada operacién intermedia anade un error. El redondeo implementado en las
multiplicaciones es el redondeo al més préximo.

Para todas las simulaciones los parametros importantes que hay que ajustar
son el nimero de bits decimales de la aproximacién inicial (b) y el nimero de
bits decimales en los resultados de las operaciones intermedias (p). En todos
los casos, el tamafio de la aproximacién inicial b se fija a 7 bits (suficiente
para alcanzar la exactitud exigida en dos iteraciones). El tamafio de palabra de
las operaciones intermedias p se fija a 26 (algunos bits extra a mayores de la
precision del formato, que es 23). Estos son los bits extra que se usan para llevar
a cabo el redondeo del resultado.

El error de cada iteraciéon se mide como la diferencia entre los resultados
obtenidos y el resultado exacto para cada iteracién. Como se ha calculado de
manera tedrica los errores de los resultados, es posible comparar los resultados
teodricos y los medidos.

2.4.1. Reciproco

En este apartado se presentan los resultados de las simulaciones para el
reciproco. El primer aspecto que es necesario corroborar es que los resultados que
se obtienen del algoritmo son los correctos. Es decir, que el algoritmo converge
adecuadamente hacia el resultado.

En las figuras 2.7a, 2.7b y 2.7c estdn representados los resultados para todos
los posibles operandos de cada una de las iteraciones. En la primera de estas
figuras se pueden observar los distintos valores que toma la aproximacién inicial
al resultado. En las gréaficas, ya a partir de la primera iteracién, apenas se dis-
tingue la grafica del resultado exacto del resultado calculado por el algoritmo.
Las consideraciones concretas del error se haran a continuacién pero se ve cla-
ramente que el resultado obtenido converge al deseado. Por lo tanto, el primer
objetivo, que era comprobar si se estaba calculando los resultados de manera
adecuada, queda satisfecho.

El siguiente aspecto que se comprobé con las simulaciones es muy importan-
te. Se trata de ver si el error de la aproximacién al resultado producido por el
algoritmo es correctamente predicho por la expresiones obtenidas para tal fin.
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Figura 2.7: Resultado del reciproco en las distintas iteraciones para el algoritmo GLD
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Los casos relevantes son ahora la primera y segunda iteracién del algoritmo.
Ademas, se comprueba también el tercer aspecto. Los limites obtenidos me-
diante aproximaciones son correctos y predicen de manera adecuada los valores
maximo y minimo del error. Esto se hace dando valores a las expresiones de los
limites, utilizando los caracteristicos de las simulaciones definidos antes, b = 7
y p=23.

En la figura 2.8 podemos ver el error de la aproximacion al resultado para
la primera iteraciéon. Como se puede ver, el error medido y el error obtenido
de las ecuaciones del modelo coincide exactamente. Aparecen algunos, aunque
muy pocos, puntos con valores del error positivo. Como habiamos dicho esto
es debido a la representacién finita de los ntimeros en hardware. Con todo el
error se mantiene negativo para la mayoria de los puntos. También se puede
ver que el valor minimo del error depende de X. Esto es légico puesto que

todavia predomina la parte del error de aproximacién (—— - £2) en la ecuacién
0

2.19. Se pueden ver, ademas representados los valores de los limites para la
primera iteracién en ambas gréaficas. Estos valores son obtenidos sustituyendo
p =23y b=7en la ecuacién 2.35. Como se puede ver, estos limites han sido
adecuadamente calculados.

La figura 2.9 contiene las graficas del error de la aproximacién al resultado
correspondientes a la segunda iteracién. Al igual que para la iteracién anterior,
tanto el error medido como el calculado de manera tedrica coinciden. En este
caso todavia se aprecia, pero de manera mas suave, la contribucién del error
de aproximacién. Sin embargo, ahora tiene un fuerte predominio la parte del
error debido a la contribucién de los errores de las operaciones intermedias.
Por eso, ahora el nimero de puntos con error positivo es mucho mayor que
en el caso anterior. Esto es asi porque, en estos casos, el peso del error de las
operaciones intermedias es comparable o mayor que el error de aproximacién del
algoritmo. Al igual que en el caso anterior, también se incluye en ambas gréficas
los valores de los limites para la segunda iteracién sustituyendo el tamano de
las operaciones intermedias y de la aproximacién inicial (p =23y b=7) en la
ecuacion 2.46. Una vez mas se puede ver claramente en la grafica que los limites
predicen de manera adecuada el rango de valores que puede tomar el error de
la aproximacién al resultado en la segunda iteracion.

Las figuras 2.10a, 2.10b y 2.10c representan el error de cada una de las tres
iteraciones pero en escala logaritmica. Lo que se representa en el eje de ordenadas
es el logaritmo en base dos del error de la aproximacién al resultado para una
iteracién concreta. De este modo, se puede observar de manera inmediata a que
posicion de bit fraccional al que afecta el error.
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(b) Error en la primera iteracién obtenido de las expresiones tedricas

Figura 2.8: Errores de la aproximacién al resultado para la primera iteracién del reciproco
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(b) Error en la segunda iteracién obtenido de las expresiones tedricas

Figura 2.9: Errores de la aproximacion al resultado para la segunda iteracién del reciproco
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Figura 2.10: Error logaritmico del reciproco en las distintas iteraciones para el algoritmo de
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2.4.2. Raiz cuadrada reciproca

Tal y como se mencioné al principio de la seccién también se realizaron
simulaciones para la raiz cuadrada reciproca. Los parametros utilizados para
la simulacién son los mismos que para el reciproco (p = 23 y b = 7). En este
apartado se presentan los resultados. La primera de las comprobaciones fue
la convergencia del algoritmo hacia el resultado adecuado. Al igual que en el
caso del reciproco se presentan los resultados para la aproximacién inicial y
las dos iteraciones en las figuras 2.11a, 2.11b y 2.11b. En la primera de estas
graficas se puede observar claramente la diferencia entre el resultado exacto y
la aproximacién inicial utilizada. Las siguientes demuestran como el resultado
converge rapidamente hacia el resultado deseado.

Una vez comprobado el funcionamiento correcto del algoritmo simulado, se
realiz6 la validacién del modelo tedrico para el error. Se trataba de comprobar
que el error obtenido de manera tedérica mediante la evaluacion de la ecuacion
2.28 es el mismo que el medido en la simulacién de la propia implementacién.
Al mismo tiempo, se comprueba la validez de los limites obtenidos para el error
de la aproximacién al resultado en cada iteracién puesto que son derivados del
mismo analisis del error.

En la figura 2.12 se pueden ver las dos graficas. El error obtenido del modelo
teodrico coincide con el error medido en las simulaciones. En ambas graficas se
puede apreciar también los valores obtenidos para los limites del error en la
primera iteraciéon. Del mismo modo que en el reciproco estos han sido obtenidos
de sustituir p = 23 y b = 7 en las ecuaciones 2.55. El valor obtenido para estos
limites es correcto y por lo tanto estan validados.

El mismo procedimiento se siguid para la segunda iteracién. El modelo teori-
co vuelve a reproducir de manera adecuada el error de la aproximacién al re-
sultado para esta iteracién. Igual que sucedia para el reciproco, en la segunda
iteracién aumenta de manera considerable el niimero de puntos con error positi-
vo. Esto es debido a un mayor peso de los términos del error de las operaciones
intermedias respecto del error de aproximacion del algoritmo. Vuelven a mos-
trar un comportamiento satisfactorio los limites del error obtenidos a partir de
la ecuaciéon 2.70.

Al igual que para el caso del reciproco representamos el error en escala lo-
garitmico para poder ver a partir de qué bit fraccional el error afecta al resultado.
Una vez comprobado que el modelo funcionaba y habia sido validado se
procedié a aplicar este método descrito al disenio de una unidad bien conocida
en la literatura y comparar los resultados obtenidos con los del diseno original.
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Figura 2.11: Resultado de la raiz cuadrada reciproca en las distintas iteraciones para el algo-
ritmo GLD
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Figura 2.12: Errores de la aproximacién al resultado para la primera iteracién de la raiz cua-
drada reciproca
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drada reciproca
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Divisién
AMD-KT7 | Seidel [ES03a] | Este trabajo
SP (24 bit) 30x30 - 27x27
DP (24 bit) 59x59 57x60 56x56
Raiz cuadrada
SP (24 bit) 30x30 - 27x27
DP (24 bit) || 59x59 - 56x56

Tabla 2.1: Tamano del multiplicador para diferentes métodos y formatos aplicados a la unidad
de punto flotante del AMD-K7

2.5. Aplicacién del método

En esta ultima seccién, este método se aplica al andlisis del diseno de la
unidad de divisién y raiz cuadrada para punto flotante en el procesador AMD-
K7 [Obe99]. Se ha escogido esta unidad por ser una aplicacién paradigmética
de los algoritmos multiplicativos aunque podria ser aplicado a cualquier otro.
El procesador AMD-KT7 utiliza cuatro formatos diferentes para punto flotante:
precisién simple (24 bits de mantisa, 8 bits de exponente), precisién doble (53
bits de mantisa, 11 bits de exponente), precisién extendida (64 bits de mantisa,
15 bits de exponente) y un formato de mayor precisién interna (68 bits de
mantisa, 18 bits de exponente). El algoritmo usado para calcular la divisién y
la raiz cuadrada es también el algoritmo GLD.

La arquitectura del procesador AMD-K?7 utiliza un multiplicador de tamano
76 X 76 bits y una aproximacioén inicial de 15 bits para la divisiéon y de 16 bits
para la raiz cuadrada. Este tamano de multiplicador se debe a que esta calculado
para el formato de precisién méas ancho que soporta la unidad, esto es, 68 bits
de mantisa. Sin embargo, en este capitulo vamos a realizar las comparaciones de
los resultados obtenidos para los formatos de precisién simple y doble. Se puede
calcular también el tamano minimo para el multiplicador segin [Obe99]. Estos
datos serd los que se comparen con los del método descrito aqui (ver Tabla 2.1).

La unidad de punto flotante del procesador AMD-K7 realiza el calculo pa-
ra los formatos de precisién simple y precisién doble en una y dos iteraciones
respectivamente. El resto de los formatos de precision son calculados en la ter-
cera iteracién. Nuestro método se ha descrito para dos iteraciones. Por lo tanto
solo tiene sentido compararlo con los resultados para los formatos de precision
simple y doble. En la literatura existe otro método para el calculo del tamaio
del multiplicador [ES03a], unicamente para la divisién en punto flotante para
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precision doble. Este método realiza una anélisis del error que obtiene tunica-
mente limites para el error relativo de los distintos parametros calculado por el
algoritmo, es decir, no es exacto. Estos limites son usados para obtener el valor
maximo del tamano de cada multiplicando en las operaciones intermedias. Para
minimizar esto se utilizan métodos de redondeo dirigido en dichas operaciones.
Los resultados de este trabajo se incluyen también en la comparacién.

2.5.1. Divisién

Para el diseno de la unidad de divisién, utilizaremos los limites obtenidos
para el reciproco para una (ecuacién (2.35)) y dos iteraciones (ecuacién (2.46)).
Estos limites necesitan ser transformados para la divisién. Para obtener el error
de la divisién utilizando el del reciproco no hay més que multiplicarlo por el
valor del dividendo (Y'), tal y como se explicé anteriormente. En el caso de los
limites sera necesario multiplicarlos por el valor maximo que el dividendo puede
alcanzar, que es 2. De este modo los limites del error para la divisién seran, para
una iteracién:

_2—2b+2 _ 9 P, (3 + 2—b+1) < €1 < 27P. (3 + 2_b+1) (273)

Y para dos:

_gibHd _9p (34 7.9742) <oy < 2P (3 4 272042) (2.74)

Para el disefio de esta unidad en [Obe99] se fija el error maximo del resultado
como:

—2=(+D) <y < 2=+ (2.75)

donde n es la precisién objetivo. Hay que tener en cuenta que el formato
de simple precision en esta unidad se calcula en una iteracién y con una apro-
ximacién inicial de 15 bits [Obe99]. Entonces, el limite del error en la primera
iteracién de acuerdo con (2.75) y con la precisién del formato simple, serd el
siguiente.

lea| <27% (2.76)

Igualando este valor limite a los limites de la ecuacién (2.73) se obtienen
dos valores méaximos para p. El valor final de p se obtiene escogiendo el mas
restrictivo de los dos. En este caso es 27 como se ve en la tabla 2.1.

70



CAPITULO 2. OPTIMIZACION DEL TAMANO DEL MULTIPLICADOR

En el caso de la precisiéon doble se necesitan dos iteraciones y el mismo ta-
mano de aproximacién inicial que en el caso anterior. Luego, ahora se utilizaran
las desigualdades de la ecuacién (2.74). Usando (2.75) y la precisién final para
el formato doble, se obtiene el requerimiento para el error.

lea| <27 (2.77)

Sustituyendo el valor en la expresion de los limites se obtiene un valor 6pti-
mo de p = 56. De este modo se han calculado los tamanos 6ptimos para las
operaciones intermedias para la division en los formatos de precisién simple y
doble definidos por el estandar IEEE754.

2.5.2. Raiz Cuadrada

El método utilizado para el caso de la raiz cuadrada es completamente analo-
go al utilizado para la divisién. El primer paso es adaptar los limites obtenidos
para la raiz cuadrada reciproca para la raiz cuadrada. El error para la raiz cua-
drada se obtiene multiplicindolo por el operando X. Los limites se obtienen
multiplicando los anteriores por el valor mdximo del operando (2). Los nuevos
limites para la primera iteracién son:

9 7

ep < 2724 oy o9 gth
2 2
—opt1 _ 9 o (e —b
e > —3-2 f§~2p75~2p~2 (2.78)
Para la segunda:
b5 9 5p1 6646, ) op1
—2 +5 27 < <2 +5-27 (2.79)

Los requerimientos para la exactitud del resultado para este diseno son
[Obe99]:

—2=(nH) <y — o < 27 (nFD) (2.80)

La diferencia de estos limites respecto de los de la division los explica el
intervalo del resultado de la operacién. En el caso de la divisién se necesitaba
un bit mas para normalizar el resultado. En este caso, se utiliza una semilla de
b = 16 bits para la raiz cuadrada. Al igual que para la divisién, la precisiéon
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simple se obtiene con una iteraciéon y la doble con dos. De acuerdo con esto, el
limite del error para el formato de simple precisién sera:

le1] <27 (2.81)

Igualando este valor a las expresiones de los limites (2.78) se obtiene un valor
para el tamano de las operaciones intermedias de p = 27.

Estableciendo, por el mismo procedimiento, la exactitud para el error en la
segunda iteracion para obtener el formato de doble precisién.

le] <2773 (2.82)

El valor obtenido para p en este caso es de 56 bits. Todos los tamanos para ca-
da formato estan resumidos en la tabla 2.1. Estos tamanos afectan directamente
al tamano del multiplicador, de manera que, utilizando el método propuesto, se
producen mejoras significativas en el tamano y el nimero de productos parcia-
les. Para el caso de la divisién se produce una reduccién del 10 % en el tamario y
el nimero de productos parciales respecto del diseno original. Esta reduccion es
de un 5% en el caso de doble precisién del tamafio original. Es también posible
comparar los datos de doble precisiéon en division con los del método descrito
en [ES03al. En este caso la reduccién del tamano del tamaiio de los productos
parciales es del 2% y el del niimero de ellos es de un 6 %. En el caso de la raiz
cuadrada las reducciones son del 10% y del 5% para precisién simple y pre-
cisién doble respectivamente, tanto para el tamano de los productos parciales
como para su numero. Estas mejoras son debidas a que el método se construye
a partir de un analisis del error més exacto. La mejora en estas caracteristicas
del multiplicador producird reducciones significativas en el hardware, el retardo
v la potencia necesaria en el diseno hardware de los algoritmos.

2.6. Conclusion

En este capitulo se ha presentado un método de diseno para unidades de
divisién y raiz cuadrada basadas en el algoritmo GLD. Este método permite
obtener el tamano de palabra 6ptimo para las operaciones intermedias. Este
tamano determina de manera exacta el tamano del multiplicador. Dicho tamano
se ofrece en base a la longitud de los productos parciales y al niimero de ellos.

Este método estd basado en un analisis preciso del error que tiene en cuenta
las diferentes contribuciones al error. Estas contribuciones consisten en el error
de aproximacion del algoritmo, por un lado, y la contribucién al error de las
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operaciones intermedias. Esta tultima es provocada por el error de redondeo
interno de las unidades que realizan dichas operaciones. Este analisis obtiene
una expresion analitica del error final de una iteracién cualquiera. A través de
esta expresién se han calculado los limites para los valores del error en cada
iteracion.

Para probar la validez del anélisis del error se ha simulado la ejecucion en
hardware del algoritmo. Esta simulacién se ha realizado para un esquema de dos
iteraciones y el formato estdndar de precisién simple. Al hacer las simulaciones,
se ha comprobado que el error que reproducen las expresiones analiticas y el
error medido son exactamente iguales De este modo queda validado el analisis
del error. Al mismo tiempo fueron validados también los limites obtenidos para
el error. Estos reproducen bien el comportamiento del error pudiendo ser utili-
zados para el diseno de la implementacion hardware del algoritmo. Utilizando
los requerimientos del error para cada diseno en cuestién, se puede obtener la
longitud del resultado para las operaciones intermedias.

Finalmente, el método descrito en este capitulo es aplicado a la unidad de
divisién y raiz cuadrada en punto flotante del procesador AMD-K7. Se muestran
los resultados de este nuevo método comparados con el propio diseno original del
AMD-KT7 y, en el caso de la divisién en precisién doble, con un método adicional.
En esta comparacién se demuestra que existen reducciones significativas en el
tamano del multiplicador. Este método puede ser aplicado a otros algoritmos
multiplicativos. La descripcién del método para el algoritmo NR se presenta en
el Apéndice A.

73



2.6. CONCLUSION

74



Capitulo 3

Mejora del método
tradicional de redondeo
para latencia variable

En este capitulo se presenta un nuevo método de redondeo de latencia va-
riable que es mds eficiente que el método tradicional de redondeo de algoritmos
multiplicativos. El método tradicional de redondeo consiste en la suma de una
constante al resultado obtenido del algoritmo. El resultado de la suma se trunca
para obtener una aprorimacion al resultado con bits extra respecto de la precision
erigida. A continuacion se calcula el resto. Examinando el bit extra y el valor
del resto se decide la accion de redondeo. El método propuesto aqui estd basado
en el método tradicional. Se incluyen bits adicionales en la decision de la accion
de redondeo. Estos bits pertenecen al resultado obtenido del algoritmo antes de
realizar la suma de la constante. Utilizando estos bits se reduce el nimero de
casos en los que el calculo del resto es necesario. Este método ha sido valida-
do por medio de simulaciones exhaustivas. Dichas simulaciones permiten medir
exactamente cudl es el niumero de veces en que se evitan el cdlculo del resto.
La conclusion que se extrae es que este método es capaz de reducir a la mitad
el numero de veces en que se necesita el calculo del resto. Utilizando una apro-
zimacion al resultado adecuado, este cdlculo se realiza solamente en el 5% del
numero total de casos.
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3.1. Introduccion

Se propone aqui una modificacién nueva de los algoritmos de redondeo de
latencia variable explicados en las secciones 1.3.1 y 1.3.2. La alternativa tipica
para el redondeo de algoritmos de convergencia cuadratica consiste en crear un
aproximacién al resultado. Esta aproximacién se usa para calcular el resto. De la
comparacion del valor del resto con cero y de los tltimos bits de la aproximacion
se extrae la decisién para realizar la accién de redondeo. Esta es la solucién para
el redondeo mas comunmente usada.

Los método de redondeo propuestos en las secciones 1.3.1 y 1.3.2 son dos
mejoras al método inicialmente propuesto. Ambos tratan de reducir el nimero
de casos en los que se necesita el calculo del resto para realizar el redondeo. Para
estos casos en los que no se calcula el resto la latencia total del algoritmo se
reduce de manera significativa. Estos métodos de redondeo son, evidentemente,
de latencia variable. Este tipo de algoritmos tienen sentido, especialmente, el en
contexto de procesadores con planificacién dindmica.

Sin pérdida de generalidad, se explicard en este capitulo el método para
el redondeo al mas préximo por simplicidad. Las conclusiones extraidas para
este modo de redondeo seran, también, validas para el resto de los modos de
redondeos definidos en el estandar IEEE 754.

Al igual que en las secciones anteriores, se asumird que el resultado con
precisién infinita se denotard por w. El objetivo del redondeo es obtener una
aproximacién al resultado redondeado correctamente con n bits de precision.
La aproximaciéon obtenida del algoritmo se denota como w. Esta aproximacion
tiene una precision mayor. Se asume también que @ tiene un error que puede
ser positivo o negativo como es usual en las implementaciones hardware de los
algoritmos multiplicativos.

Con este método se consigue una reduccién dramatica de los casos donde
el calculo del resto es necesario. Con un numero suficiente de bits extra en la
aproximacién obtenida del algoritmo, se necesita calcular el resto en un por-
centaje muy bajo de los casos. Este método ha sido validado con simulaciones
exhaustivas.

Esta modificacién se basa en la bisqueda de informacién adicional que per-
mita discriminar mas casos con una accién de redondeo fija, es decir, indepen-
diente del valor del resto. Se obtiene esta informacién de @ para intentar reducir
el nimero de casos que son mas complejos de redondear. Obtener esta infor-
macién adicional implica que la aproximacion al resultado obtenida ha de ser
proporcionada con una exactitud mayor. Consecuentemente, también se nece-
sitard una mayor precision. Como se vera mas tarde, para precision simple la
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— — |Intervalo para el resultado exacto si @ esta en LO1
- -« - Intervalo para el resultado exacto si @ estd en L10

Figura 3.1: Los dos primeros pasos en el redondeo para j =2y k=15

implementacién de este método es posible con n + 5 bits de precisién, siendo
n la precisién final requerida. Esto supone, incrementar muy ligeramente los
requerimientos hardware del diseno.

3.2. Modificacion del método clasico de redon-
deo

En esta seccién se aplica el nuevo método al método clasico de redondeo des-
crito en el apartado 1.3.1. Este método es una modificacién del método tradicio-
nal de latencia variable para el redondeo de algoritmos multiplicativos [Sch95].
Partiremos, por tanto de las mismas condiciones que dicho método.

Se supone que w se calcula con n + k bits de precisién y que tiene una
exactitud de +£2~("*7) donde k > j > 2.

—2= () <y — o < 27 (04D (3.1)

El método calcula la aproximacion al resultado w’ con n+1 bits de precisién
y una exactitud de lulp. El redondeo se realiza examinando el bit n+1 de w’ y el
resto cuando es necesario. En la figura 3.1 estd representada una aproximacion
al resultado calculada con aproximacion al resultado @ se ha sido obtenida con
n + 2 bits de exactitud.
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—27( D) o < 27 (D) (3.2)

Es decir, siguiendo la notacion utilizada anteriormente j = 2. Ademas, k = 5,
de manera que el resultado del algoritmo ha sido calculado con una precision de
n~+>5 bits. Esta es la precision necesaria para obtener este mismo resultado con la
exactitud mencionada antes. La figura 3.1 representa los dos primeros pasos del
proceso de redondeo para la aproximacién al resultado obtenida de un algoritmo
multiplicativo calculado con un bits extra de exactitud. Se representan todos los
valores que puede tomar @ entre dos puntos de precisién n que se diferencian en
1 ulp. Los puntos etiquetados se representan con dos bits por simplicidad de la
figura. L es el bit en la posiciéon n, luego habria que anadirle dos bits mas. Por
ejemplo, la posicion L10 es el ntimero 1.zz....2L10000. Hay 8 posibles valores
entre L10 y L11 que son de la forma l.zz...xL10xxx, desde 1.zz....2L10000 a
l.xx...x2L10111.

Sélo estan representados los pasos de redondeo para para los puntos &[n :
n+ 5] = L01000 y @[n : n+ 5] = L10000. La razén de esto es que, si se observa
la tabla 1.2, es facil darse cuenta de que estos son precisamente los casos para
los cuales el resto ha de ser calculado.Después de incrementar y truncar a n + 1
bits cada uno de ellos, ambos se convierten en el mismo punto w’[n : n+1] = L1
en la linea que representa a w’. Lo mismo ocurre para todos los puntos con
wln :n+2] = L0l y @n :n+ 2] = L10. Por esta razén, nos centraremos a
partir de ahora, en estos puntos.

Método clasico: A continuacién enumeramos los pasos en que consiste el
método clasico:

s Paso 1: Incrementar & en una constante: 2~ (1)
= Paso 2: Truncar el resultado obtenido a n + 1 bits.

= Paso 3: Determinar si el cdlculo del resto es necesario. Esto se hace me-
diante la inspeccién de la tabla de redondeo (Tabla 1.7).

= Paso 4: Calculo del resto (si es necesario) rem = 1 — X - w’. Observando

el signo y la magnitud del resto y el bit n+ 1 de w’ se realiza la accién de
redondeo correspondiente de acuerdo con la tabla 1.7.
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Método clasico modificado: Se presenta a continuacién el nuevo método
propuesto. Este método consiste en anadir informacién que permita reducir el
namero de casos en los que se realiza el calculo del resto. Esta informacion
consistird, como se vera a continuacion, en algunos bits de @. Esto supone una
modificacién del tercer paso del algoritmo clasico para construir una nueva ta-
bla de redondeo que incluya la nueva informacién adicional. A continuacién se
presentan los argumentos para poder construir la nueva tabla de redondeo.

Como se menciond anteriormente, sélo los valores de & con @[n : n+2] = L01
y @w[n : n+ 2] = L10 se convierten en el punto w'[n : n + 1] = L1. Cuando
[n : n+5] = L01000 el resultado exacto puede estar en el intervalo representado
en la figura 3.1 como una linea discontinua. La ecuacién (3.2) puede también
ser aplicado al resto de los puntos con @[n : n + 2] = LO1. Para estos puntos el
resultado exacto puede ser mayor o menor que w’'[n : n+ 1] = L1. Usando las
simulaciones exhaustivas en la seccién siguiente, se determiné que para algunos
de estos puntos el resultado es siempre menor que w'[n : n + 1] = L1. Estos
puntos son w[n : n + 5] = L01000, L01001, L01010, L01011. Para estos puntos
el resultado exacto es siempre menor que el valor en w'[n : n+1] = L1 y el resto
tiene siempre el mismo signo. Consecuentemente, para estos casos particulares,
la accién de redondeo es siempre la misma.

La otra posibilidad son los puntos con @[n : n + 2] = L10. Ahora, la linea
punteada en la figura 3.1 representa el intervalo donde puede estar el resultado
exacto para @[n : n + 2] = L10000. El valor en w'[n : n 4 1] = L1 puede ser
mayor o menor que el resultado exacto y, por lo tanto, el resto puede ser positivo
y negativo. Para este caso, el valor del resto si que importa para determinar la
accién de redondeo. Estos dos posibles casos pueden ser distinguidos usando los
bitsn+ 1y n+ 3 de .

Teniendo en cuenta estas conclusiones, es posible construir una nueva tabla
de redondeo (Tabla 3.1). Esta tabla introduce dos columnas adicionales respecto
a la cldsica (Tabla 1.2), los bits n + 1y n+ 3 de &.

A continuacién se describen los pasos del algoritmo de redondeo modificado.
Son los siguientes:

= Paso 1: Sumar 2~ ("2 4 .

= Paso 2: Truncar el resultado a n + 1 bits. Esto permite el calculo de la
aproximacién w’ con un bit extra de exactitud. Estos dos pasos son los
mismos que en el método tradicional.

= Paso 3: Decidir si el resto debe ser calculado o no. Esto se hace mediante
la inspeccién de la tabla de redondeo (Tabla 3.1).
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H w'[n+1] ‘ w[n+1] ‘ @[n+3] ‘ rem H accién de redondeo H

Lo [ - | - [ -] umcar [
1 0 =0 _
1 0 0 truncar
1 0 1 — truncar
1 0 1 + incrementar
1 1 - truncar
1 1 + incrementar

Tabla 3.1: Nueva tabla de redondeo con un bit extra.

= Paso 4: Calcular el resto cuando es necesario. Solo dos casos en la tabla
3.1. En funcién del valor de resto y de los bits correspondientes realizar la
accién de redondeo.

Como se puede ver el algoritmo es analogo al tradicional. Solamente cambia
la tabla de redondeo que incluye algunos bits adicionales para tomar la decision
de determinar la accién de redondeo.

3.3. Modificacion del método clasico de redon-
deo con mas de un bit extra

La misma metodologia puede ser aplicada a un método que usa una apro-
ximacién con dos bits extra de exactitud (Seccién 1.3.2). Este método es una
extensién del anterior que trata de incrementar el niimero de casos donde el
cdlculo del resto no es necesario. Esto se hace a través del cdlculo de w’ con mds
de un bit extra. En esta seccién se propone una modificacién, similar a la de la
seccién anterior, para esta extensién del método clésico (Figura 3.2).

En este método la exactitud de @ es

—27 () o < 27 (nH3) (3.3)

Esta es la precision minima necesaria para obtener una aproximacién al
resultado con dos bits extra de exactitud respecto de la requerida.

Meétodo clasico: Los pasos del método clasico eran los siguientes:
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+24n+3] +27[n+3) +2—(n+3) +27(n+3)
’.""\ o o ’.*"'\
A o V o
T R
| s B s T LI B e |
L000 Loo1 LO10 L110 L111 (L+1)000

W | = | =
L0O L0 L10 LTt

— — Intervalo para el resultado exacto si @ esta en LO11

----- Intervalo para el resultado exacto si 0 esta en L100

Figura 3.2: Los dos primeros pasos en el redondeo para

= Paso 1: Sumar a & la constante 27 (n+3)

= Paso 2: Truncar el resultado a n + 2 para formar w’. La exactitud de w’
es ahora

—27 (D) <y < 27 (+D) (3.4)
De este modo, se calcula la aproximacién w’ con dos bits extra.

= Paso 3: Decidir si el resto debe ser calculado o no. Esto se hace mediante
la inspeccién de la tabla de redondeo (Tabla 1.8).

= Paso 4: Calcular el resto rem = 1 — X - w’ (si es necesario). Examinando
el signo y la magnitud del resto y los dos bits extra de w’ se pueden
implementar el método de redondeo de acuerdo con la tabla 1.8.

Método clasico modificado: El método es similar al propuesto para una
aproximacién con un bit extra. Ahora tenemos dos bits extra de exactitud.
También en este caso se busca informacién adicional en la aproximacion & para
reducir el nimero de veces en que se calcula el resto. La explicacién de como se
puede conseguir esto se puede extraer de la figura 3.2.

La figura 3.1 representa los dos primeros pasos del proceso de redondeo para
la aproximacién al resultado obtenida de un algoritmo multiplicativo calculado
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H w'[n+1:n+2] ‘ w'[n+1] ‘ @[n+4] ‘ rem H accién de redondeo H

00 - - - truncar

01 - - - truncar

10 - - =0 -

10 0 0 truncar

10 0 1 - truncar
10 0 1 + incrementar
10 1 - truncar

10 1 - + incrementar
11 — — — incrementar

Tabla 3.2: Nueva tabla de redondeo con dos bits extra.

con dos bits extra de exactitud. Se representan todos los valores que puede
tomar @ entre dos puntos de precisiéon n que se diferencian en 1 ulp. Los puntos
etiquetados se representan con tres bits por simplicidad de la figura. L es el bit
en la posicién n, luego habria que anadirle dos bits méas. Por ejemplo, la posicion
L100 es el namero 1.zzx....xL10000. Hay 5 posibles valores entre 100 y L101
que son de la forma l.zz...xL10zzzx, desde l.zzx...2L10000 a 1.zzx....2L10011.

Una vez mds, como en el caso anterior, solamente los valores de & con @[n :
n+3] = L011 y &[n : n+3] = L100 producen el mismo valor w’[n : n+2] = L10.
Igualmente, cuando @[n : n + 3] = LO11 el resultado exacto es siempre menor
que w'[n : n+ 2] = L10 para algunos valores de @. Para &[n : n 4+ 3] = L01100,
L01101 el signo del resto de w'[n : n + 2] = L10 es siempre el mismo y, por lo
tanto, la accién de redondeo es también siempre la misma. De manera opuesta,
cuando w[n : n + 3] = L100 el resultado exacto puede ser mayor o menor que
el valor de w’ en w'[n : n+ 2] = L10 para todos los casos. Este caso requiere
el célculo del resto puesto que su signo puede cambiar. Dicho cambio de signo
fuerza una accion de redondeo diferente. Podemos detectar estos casos fijandonos
en los bits n+1y n+4 de @. El problema es muy similar al de la secciéon anterior
y también se puede crear una nueva tabla de redondeo para este caso (Tabla
3.2). El nimero de veces en que se calcula el resto se reduce a la mitad respecto
del caso anterior.

» Sumar 2-("3) 4 &,

= En este caso, se trunca a n + 2 bits para permitir el célculo de la aproxi-
macién w’ con dos bits extra de exactitud.
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= Determinar cuando el calculo del resto es necesario para el redondeo me-
diante la tabla 3.2.

= Célculo del resto (si es necesario) y accién de redondeo. La accién de
redondeo se determina escogiendo la entrada de la tabla 3.2 de acuerdo
con el valor del resto y de los dos bits extra de w’.

Al igual que en la seccién 1.3.2 este método puede ser extendido y aplicado
a mayor numero de bits extra en la aproximacién al resultado.

3.4. Validacion del método

Los métodos de redondeo mencionados en las secciones 1.3.1 y 1.3.2, propues-
tos respectivamente en [Sch95] y [OF97], no determinan de manera cuantitativa
el numero de casos exacto donde el calculo del resto es necesario y dénde no
lo es. Se realiza una medida cualitativa de la reduccién de casos observando la
fracciéon de posibles entradas en la tabla de redondeo que requieran la multi-
plicacién y la resta necesarias para el cédlculo del resto. Pero esta fraccion no
coincide con el porcentaje exacto de casos, respecto del nimero total de casos
posibles medidos en una implementacion.

Se usaron simulaciones exhaustivas para tener una medida exacta en la re-
duccién del nimero de operaciones y para determinar exactamente qué puntos
necesitan del calculo del resto para ser redondeados. Todas las simulaciones fue-
ron realizadas con Maple [GLMO08]. Estas simulaciones reproducen la ejecucién
en hardware de los algoritmos multiplicativos para configuraciones diferentes y
la ejecucion de la funcién de redondeo. De entre los algoritmos multiplicativos
se escogié el algoritmo de Goldschmidt, aunque se pueden obtener los mismos
resultados con el algoritmo de Newton-Raphson, puesto que el método descrito
es independiente del algoritmo utilizado. La operacion aritmética simulada fue
el reciproco para precisién simple '. Las simulaciones para otras operaciones
proporcionan resultados muy similares. Todas las simulaciones son exhaustivas,
es decir, se simulan todos los posibles operandos de la implementacién. Para de-
terminar si el tipo de implementacion tiene alguna influencia en los resultados
se realizaron simulaciones para los dos esquemas diferentes de la figura 1.5.

El nimero de casos donde el calculo del resto es necesario fue medido para
los métodos de las secciones 1.3.1 (Método 1) y 1.3.2 (Método 2). Estos datos se

1Las simulaciones para precisién doble consumen un tiempo y unos recursos computacio-
nales inasumibles. La precisién simple permite la simulacién en un tiempo razonable y pro-
porciona datos igualmente significativos.
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Método 1 | Método 1 modificado Method 2 | Método 2 modificado
(%) (%) (%) (%)
1 iteracién 25.01 15.51 12.49 9.49
2 iteraciones 25.00 15.50 12.48 9.24

Tabla 3.3: Nimero de veces en los que se calcula el resto para reciproco y raiz cuadrada

comparan con el niimero de veces en que el calculo del resto es necesario usando
el método nuevo explicado en esta seccién (Método modificado).

Los resultados obtenidos de estas simulaciones estan resumidos en la tabla
3.3. En esta tabla se puede ver que el niimero de iteraciones del algoritmo
no afecta a la cantidad de veces en que el calculo del resto es necesario. Los
porcentajes son practicamente iguales para las filas de 1 y 2 iteraciones. Sin
embargo, el nimero de bits extra utilizados en la aproximacion al resultado si
que produce reducciones significativas en los porcentajes, tal y como se esperaba.
El Método 1 necesita el calculo del resto en el 25% de los casos mientras que
el Método Modificado reduce este porcentaje hasta un 15% (para una y dos
iteraciones). El Método 2 mejora los resultados del Método 1 utilizando dos bits
adicionales en la aproximacién al resultado. De este modo sélo calcula el resto
en el 12% de los casos. Introduciendo la modificacién propuesta los resultados
también mejoran (9% de todos los casos). Es importante destacar que esta
modificacién reduce el nimero de veces en que se calcula el resto en todos los
casos. Otra consecuencia importante que se extrae es que la modificacién de
métodos que utilizan més bits en la aproximacién producird reducciones aun
mayores. Utilizando las predicciones del método descrito en la seccién 1.3.2 y
aplicando el método propuesto en esta seccién se pueden llegar hasta porcentajes
de un 5%. Esto lleva al algoritmo a reducir drasticamente su latencia la gran
mayoria de los casos.

3.5. Conclusion

Se ha presentado un método de redondeo que reduce la latencia de los al-
goritmos multiplicativos en la mayoria de los casos. Este método permite una
reduccion de los casos donde el cdlculo del resto es necesario en un 40 % de los
casos. De este modo, el célculo del resto sélo ocurre en un 15% de los casos
cuando se usa un bit extra en la aproximacion al resultado. Este porcentaje se
reduce al 9% cuando se usan dos bits en dicha aproximacién. Si se utilizasen
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3 bits adicionales este porcentaje podria reducirse hasta un 5%. En todos los
casos esta modificacion siempre produce un algoritmo de latencia variable.

El resultado obtenido del algoritmo se modifica para obtener otra aproxi-
macién con algunos bits extra ademads de aquellos requeridos por la precision
minima necesaria. El cdlculo del resto se evita en algunos casos. El método pro-
puesto aqui incluye en la decisién de la accién de redondeo bits del resultado
obtenido directamente del algoritmo. Examinando estos bits, ademaés de los ya
tradicionalmente usados, permiten una reduccién drastica en el niimero de veces
en que es necesario el calculo del resto.

Se han llevado a cabo simulaciones exhaustivas de diferentes implementa-
ciones de un algoritmo multiplicativo. Estas simulaciones permiten la medicién
rigurosa del nimero de veces en que se calcula el resto. Los resultados obtenidos
de ellas muestran importantes reducciones en dicho niimero.
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Capitulo 4

Redondeo con calculo en
paralelo del resto

Segun el estdndar IEEE 754 los resultados de los algoritmos multiplicativos
para obtener la division, la raiz cuadrada y sus reciprocos deben de estar re-
dondeados. Este redondeo requiere el cdlculo del resto. Este cdlculo produce una
penalizacion muy fuerte en el tiempo de ejecucion de este tipo de algoritmos.
En este capitulo se presenta un método de redondeo de latencia variable basado
en el cdlculo del resto en paralelo con la ejecucion del algoritmo (para los algo-
ritmos de Newton-Raphson (NR) y Goldschmidt (GLD)). Este método produce
el resto del resultado que se obtiene directamente del algoritmo @, sin ninguna
transformacion. Debido a este hecho se presenta un nuevo método de redondeo
que trabaja directamente con esta aprorimacion al resultado. Este método, debi-
do al error introducido por las operaciones intermedias, evita el cdlculo del resto
de manera tradicional y su penalizacion en tiempo en la gran mayoria de los
casos, pero no en todos. Para el caso de la division unicamente serd necesario
el cdleulo del resto de manera tradicional en el 9% de los casos para la division
y el 18% en el caso de la raiz cuadrada reciproca. Estos resultados mejoran los
obtenidos para division en otras trabajos previos. En el caso de la raiz cuadrada
y la raiz cuadrada reciproca mejora algunos métodos y otros no.
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4.1. Introduccion

La exigencia del estandar IEEE 754 obliga a que los resultados del reciproco,
la divisién, la raiz cuadrada y la raiz cuadrada reciproca sean sometidos a un
redondeo. Se debe proporcionar la posibilidad de que dicho resultado pueda ser
redondeado segun uno de los cuatro modos de redondeo existentes: redondeo ha-
cia +oo, redondeo hacia —oo, redondeo hacia cero o redondeo al mas préximo.
Para el caso de los algoritmos sustractivos este hecho no supone ningtn proble-
ma, puesto que las propias iteraciones de los algoritmos producen el resto en
cada una de sus iteraciones. Desafortunadamente, las iteraciones de los algorit-
mos multiplicativos producen una aproximacion al resultado pero no producen
el resto. Esto hace que el redondeo en los algoritmos multiplicativos sea un
problema y sea uno de los principales aspectos de investigacién en este campo.

En los algoritmos multiplicativos, el resto tiene que ser calculado una vez
que se ha obtenido la aproximacion la resultado. Este calculo anade a la latencia
total el tiempo de una multiplicacién para el casos de la divisién y el reciproco.
En el caso de la raiz cuadrada y la raiz cuadrada reciproca el tiempo total
penalizado corresponde a dos multiplicaciones.

Existe una solucion alternativa que evita el calculo del resto en los algo-
ritmos multiplicativos [Mar90]. Su principal desventaja es que la aplicacién de
dicho método implica la obtencion del resultado con el doble de exactitud de la
requerida. Esto provoca un aumento muy significativo del area empleada en la
implementacién de los disenos. Ademads, supone también una iteracion adicional
del algoritmo para obtener el resultado con la exactitud adecuada. Por todas
estas razones, esta alternativa no es la mas adecuada.

Existen trabajos previos que intentan reducir la penalizacién del calculo del
resto. Estos son métodos de latencia variable que evitan el calculo del resto en
algunos casos. En [Sch95] se introdujo por primera vez un método que evita
el cdlculo del resto para algunos casos. En [OF97] se propone una mejora del
método anterior. Se demuestra que, si se usan m bits de guarda en la estimacion
del cociente, s6lo es necesario calcular el resto para una fraccién mas pequena
de los casos (27™).

Lo que aqui se propone es un nuevo método para obtener una algoritmo de
redondeo de latencia variable. El resto se calcula en paralelo con la ejecucion del
algoritmo. De este modo, esta manera de calcular el resto no provoca ninguna
penalizacién al tiempo total de ejecucién del algoritmo. El resto obtenido de
esta forma es el resto del resultado directamente del algoritmo (). Esto es
una diferencia con los métodos mencionados anteriormente en la seccién 1.3,
que transforman este resultado para obtener una aproximacién (w’). A esta
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aproximacion transformada es a la que aplican el redondeo. Este hecho provoca
que haya que disefiar un nuevo método de redondo basado en @, en lugar de w'.

Con este esquema se podria esperar la eliminacion del calculo convencional
del resto completamente. Sin embargo, el problema es sensiblemente més com-
plicado. El error de las operaciones intermedias hace que el nuevo resto que se
calcula no sea exactamente igual al resto convencional. Este nuevo resto produce
el resultado redondeado correcto en la mayoria de los casos, pero no en todos.

La validacién de este método se realizé por medio de simulaciones exhausti-
vas. Los resultados de estas simulaciones permiten proponer un nuevo método
de redondeo de latencia variable que ofrece mejores resultado que otros métodos
propuestos previamente. Dichos resultados muestran que con este método sélo
sera necesario el célculo convencional del resto aproximadamente en el 9% de
los casos para el reciproco y la division. Para el caso de la raiz cuadrada y la
raiz cuadrada reciproca este porcentaje es el 18 %.

4.2. Calculo del resto en paralelo

Esta seccién esta dedicada a proponer una manera diferente de calcular el
resto para los algoritmos GLD y NR. El resto se obtiene en paralelo con la
ejecucién del algoritmo. Después de explorar diferentes posibilidades se obtu-
vieron expresiones para el resto en funcién del resto de la iteraciéon anterior. En
secciones posteriores se abordard la validacion de estas expresiones.

4.2.1. Resto en paralelo para el algoritmo GLD

Aunque se han explorado otras alternativas, la mejor manera para obtener
el resto en paralelo con la ejecucion del algoritmo GLD se basa en la expresion
convencional del célculo del resto para una iteracion genérica. Comenzamos por
el algoritmo para el reciproco explicado en la seccién 1.2.2.

K, = 2-ri4
wi = wi—1-K;
Ti = Ti—1 " Kz (41)

Reciproco: La expresion del resto para el reciproco viene dada por:
rem; =1—X-w; (4.2)
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Es posible transformar esta ecuacién si tenemos en cuenta la ecuacién (1.46).
Introduciendo esta en la expresién anterior obtenemos:

rem; = 1-X- Wi—1 Kz (43)

A continuacidn, es necesario obtener el producto X -w;_1 en funcién del resto
de la iteracién anterior. De (4.2):

X - Wi—1 = 1-— rem;—1 (44)

Finalmente, se obtiene una expresion del resto en la iteracion ¢ en términos
del resto de la iteracién anterior y de Kj;.

rem; =1+ K; - (rem;—1 — 1) (4.5)

De manera tedrica, esta expresién permite el calculo del resto sin tener que
esperar hasta que el resultado de la iteracién esté disponible. De este modo se
puede obtener el valor del resto en paralelo.

La misma expresién para el caso de la divisién es muy facil de obtener. Hay
que tener en cuenta la ecuacién para obtener el resultado de la divisién (ecuacién
4.1) y la expresién del resto para la divisién, que es la siguiente:

rem=Y — X -w, (4.6)

Combinando las dos ecuaciones mencionadas anteriormente, se obtiene la
nueva ecuacién para el resto. Esta consisten en multiplicar la ecuacion obtenida
para el reciproco por el dividendo Y.

rem; =Y -[1+ K, - (rem;_; — 1)] (4.7)

Raiz cuadrada reciproca: El proceso para la obtenciéon de una expresion
alternativa para el resto en el caso de la raiz cuadrada reciproca es analogo a lo
explicado anteriormente. El algoritmo para esta operacion consiste en:

1
K; = 5(3 —Ti-1)
wi = wi—1-K;
ri = rio- K} (4.8)

La nueva expresién estd basada en la expresiéon convencional:
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rem; =1 — X - w? (4.9)

Combinando la ecuacién anterior con la expresién de w; en la ecuacién (4.8)
se obtiene:

rem; =1—X -w? |- K? (4.10)

Al igual que en el caso anterior, se puede relacionar parte de esta expresion
con el resto de la iteracién anterior.

X-wiy=1-remi, (4.11)

Sustituyendo la ecuacién anterior en (4.10) se obtiene la expresién que per-
mite obtener el resto en paralelo para la raiz cuadrada reciproca.

rem; =1+ K? - (rem;_, — 1) (4.12)
En el caso del resto de la raiz cuadrada, se parte de la expresién de su resto.
rem; =X — X -w; (4.13)

Siguiendo los mismos pasos que en los casos anteriores se llega a la conclusién
de que el nuevo resto se obtiene sin mas que multiplicar la ecuacion del resto
para la raiz cuadrada reciproca por el operando X.

rem; = X - [1+ KZ? - (rem;_y — 1)] (4.14)

4.2.2. Resto en paralelo para el algoritmo NR

El proceso para obtener las expresiones para el calculo paralelo del resto es
completamente andlogo al que se sigue para el algoritmo GLD.

Reciproco: Las ecuaciones correspondientes al algoritmo para el cdlculo del
reciproco consisten en:

ni—1 =X w1
di1=2—-n;_1
W; = Wj—1 - di—l (415)
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El punto de partida es, igualmente, la ecuacion del resto del reciproco.

rem; =1—X-w; (4.16)

Combinando la ecuacién anterior con la ecuacién (4.15) se obtiene:

rem; = 1-X cWi—1 di,1 (417)

Una parte de la ecuacién anterior se puede igualar a la expresion del resto
para la iteracién previa:

X - Wi—1 = 1-— rem;—1 (418)

Introduciendo esta ecuacién en (4.17) se obtiene la expresién final del resto
paralelo para el reciproco.

rem; =1+d;—1 - (rem;_1); (4.19)

Si se quiere obtener el resto para la division, se multiplica el resto obtenido
anteriormente por el dividendo Y. Esto tiene que ser necesariamente asi ya que,
como ya se explicd, la tinica manera de obtener al divisién para el algoritmo NR
es obtener el reciproco y multiplicarlo por el dividendo.

rem; =Y x [L+d;_1 - (rem;_1)] (4.20)

Raiz cuadrada reciproca: Las ecuaciones de algoritmo para la raiz cuadrada
reciproca son las siguientes:

2

Si—1 = Wi_1
ni—1 =X -n;_1
di1=3—-n;_1

W; = w;_l . di_1 (4.21)

En el caso de la raiz cuadrada reciproca, partimos del resto:

rem; =1 — X - w? (4.22)

La combinacién de la ecuacién anterior y de la ecuacién (4.21) permite ob-
tener la expresién
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rem; =1—- X -w? | -d7_, (4.23)

El producto X - w;_1 puede ser obtenido en funcién del resto de la iteracién
anterior.

X wi_1=1—-rem;j_1 (4.24)

Combinando estas dos iltimas ecuaciones obtenemos la expresién buscada
para el resto del reciproco de la raiz cuadrada:

rem; =1+d> |- (rem;_; — 1) (4.25)

Para obtener el resto de la raiz cuadrada tnicamente hay que multiplicar
el resto obtenido para la raiz cuadrada reciproca por X. Al igual que para la
divisién, la inica manera de obtener la raiz cuadrada es obtener su reciproco y
multiplicarlo por X.

rem; = X -[1+d?_, - (rem;_; —1)] (4.26)

Una vez que se han obtenido las expresiones alternativas para calcular el
resto, hay dos aspectos importantes que deben ser mencionados. Por un lado,
el resto obtenido de estas expresiones es el resto del resultado tal y como se
obtiene del algoritmo (en el redondeo tradicional antes de calcular el resto del
resultado se le suma una constante y se trunca a una longitud determinada).
Por lo tanto, el método clasico de redondeo descrito en 1.3 no puede ser usado
aqui. Se hace necesario el diseno de un nuevo método de redondeo que use el
resultado del algoritmo sin ninguna transformacién previa. Esto se explicara en
secciones siguientes. Por otra parte, es necesario comprobar si estas expresiones
producen el mismo resultado que el calculo tradicional del resto o no. Como se
explicard, més tarde estas expresiones seran validadas por medio de simulaciones
exhaustivas.

4.3. Implementacién del calculo del resto en pa-
ralelo

Es necesario realizar algunas consideraciones acerca de la implementacién
en hardware del cédlculo en paralelo del resto. En primer lugar, es importante

destacar que las expresiones obtenidas en el apartado anterior no calculan el
resto de w’ (w' es, como se mencioné en el capitulo 1, el resultado del algoritmo
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@ despues de sumarle una constante y truncarlo a n + 1 bits). Estas ecuaciones
proporcionan el resto de w.

Por otra parte, la precision finita disponible en hardware hace que los resul-
tado obtenidos no sean exactos. Este hecho hace que sea necesario establecer
un orden para realizar las distintas operaciones para llegar a un resultado. Esto
es asi porque, al tener una precisién finita, el orden de las operaciones afecta al
resultado final obtenido. De este modo, se puede intuir que el resultado obteni-
do en paralelo para el resto, no coincida en todas las ocasiones con el calculado
de manera tradicional. Ademads, como se vera a continuacion, al establecer un
orden, serd posible hacer una estimacion del error que afecta al cdlculo paralelo
del resto (con respecto del cdlculo tradicional).

Por ultimo, senalar que el cdlculo en paralelo del resto requiere un multipli-
cador adicional para no bloquear la ejecucién del algoritmo. La disponibilidad
de este multiplicador hace que el célculo en paralelo no tenga ningtn efecto, en
términos de tiempo de ejecucién, en la ejecucién del algoritmo.

Lo que se expone a continuacién, es el orden légico en que se deben realizar
las distintas operaciones que componen el calculo del resto paralelo para cada
una de las operaciones. Una vez establecido el orden, se describe el proceso de
obtencién de una estimacién del error del resto calculado en paralelo (este error
se definira como la diferencia entre el resto obtenido de manera tradicional y el
resto obtenido en paralelo con la ejecucién del algoritmo).

4.3.1. Obtencién del resto del reciproco y la divisién para
el algoritmo GLD

En el caso del reciproco la operacién que es necesario implementar es la
expresién para el resto descrita en la ecuacién (4.5). Esta ecuacién puede ser
reescrita del siguiente modo:

rem; =1—K;-(1—rem;_1) (4.27)

Esta expresion se compone de tres operaciones aritméticas que hay que realizar
en un determinado orden. A saber:

= La primera operacion es el complemento a 1 de rem;_1 que serd represen-
tado como:

Tem;—1 = 1 —rem;_1 (4.28)
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= La segunda operacién es una multiplicacion. Como es habitual cuando se
calcula el resto para llevar a cabo el redondeo, es necesario utilizar todos los
bits obtenidos en el multiplicador. Es decir, el resultado del multiplicador
no puede ser redondeado ni truncado.

Ki srem;—1 (429)

= La tercera operacién es otro complemento a 1.

K; -Tem;—1 (4.30)

Esta es la expresion final para el resto paralelo para el reciproco, que
contiene tres operaciones aritméticas realizadas en el orden anterior. Si se
quisiera obtener el resto para la divisién, habria una operacién mas. Una
multiplicacién por el dividendo Y.

Sin embargo, la expresién final para el calculo del resto de manera conven-
cional viene dado por la siguiente expresion:

rem; =w- X (4.31)

Evidentemente, aunque las expresiones (4.30) y (4.31) estan disenadas para
obtener la misma magnitud, la secuencia de operaciones aritméticas utilizadas
es diferente en cada caso. Esto hace, dado que en las implementaciones hardware
el orden y el tipo de operacién tiene efecto sobre el resultado, estas expresiones
no produzcan siempre el mismo resultado.

Error del resto paralelo: El valor que realmente se necesita para hacer el
redondeo es el de la ecuacién (4.31). Pero el que realmente se utiliza, es el que
se ha calculado en paralelo (ecuacién (4.30)). Para este andlisis denominaremos
Trem; al valor del resto calculado de manera tradicional y Prem; al resto cal-
culado en paralelo. Teniendo en cuenta esto, definimos el error del resto paralelo
(a partir de ahora €,q,) como la diferencia entre ambos restos.

€par = T'rem; — Prem; (4.32)

Para realizar este analisis del error del resto se asume que el resto de la
iteracion anterior estd calculado utilizando todos los productos parciales del
multiplicador, que no se considera ningun error en los operandos y que tampo-
co lo hacen las operaciones de complementado a 1. Hay que tener en cuenta,
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también, que para las multiplicaciones que intervienen en el cédlculo del resto
se utilizan todos los productos parciales. Es decir, el resultado obtenido en el
multiplicador no estd redondeado ni truncado.

En primer lugar, serd necesario obtener una expresién expandida con todas
las contribuciones al error de T'rem;.

Trem;=1—X - (w+¢&;) + Errem, (4.33)

Es posible simplificar esta expresion, de modo que se obtiene una expresién
final para el resto calculado de manera convencional.

Trem; = —X - €; + Epem, (4.34)

Por otro lado, se debe de hacer lo mismo para el resto calculado en paralelo.
Se parte de la ecuacién (4.5) incluyendo todas las contribuciones al error.

Prem; =1—K; - (1 —=Trem;_1) + €prem, (4.35)

En esta expresién, Trem;_1 se puede expandir tal y como se explicé ante-
riormente. Quedan por ver las contribuciones al error de K;. Son las siguientes
(ver seccién 2.2):

f(i =2—-X- d)i_l — 8;71 + é‘%(i (436)
Expandiendo un poco més esta expresién se obtiene:

Ki:27X‘W7X'€i_1*€tl_l+€tKi (437)

r

Esta expresién se sustituye en la ecuacion (4.35). Expandiéndola y eliminan-
do un término despreciable se obtiene la expresién para el resto calculado en
paralelo.

—_ . t . (st At i t
Prem; =—-X-¢; +€Tremi —X-gi (EKi €ri_s +5Tremi,1) +€Premi (438)

Finalmente, calculando, segin la expresién (4.32), la diferencia entre las
ecuaciones (4.34) y (4.38) se obtiene el error del resto en paralelo.

Epar = X-gi1- (E]}{I - Eii,l + Eg“remi,l) - Eg’remi (439)

Esta expresion serd validada mas adelante, a la vista de los resultados de
las simulaciones exhaustivas que se presentaran en las secciones siguientes. Tal
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y como viene siendo usual en todos los andlisis de errores presentados, la esti-
macion de este error para la division se obtiene mediante la multiplicacion de
la misma expresion por el dividendo Y.

4.3.2. Obtencion del resto de la raiz cuadrada reciproca y
la raiz cuadrada para el algoritmo GLD

El proceso a seguir para la raiz cuadrada reciproca es anélogo al seguido para

el caso del reciproco. Se parte de la expresiéon obtenida para el cdlculo del resto

en paralelo (ecuacién (4.11)). Esta ecuacién puede ser reescrita del siguiente
modo:

rem; =1— K2 (1 —rem;_;) (4.40)

A continuacién realizamos una descripcién de las operaciones aritméticas
que se requieren para implementar la expresién anterior.

= La primera de las operaciones aritméticas consiste en una multiplicacion.
Hay que elevar al cuadrado la magnitud Kj;.

K? (4.41)

?

= La siguiente operacién consiste en el complemento a uno del resto de la
iteracién anterior.
Tem;_1 (4.42)

= La tercera operacién consiste en realizar la otra multiplicacion que aparece
en la expresién (4.38). Como ya se ha mencionado en alguna ocasién el
resultado de esta multiplicaciéon no debe de ser redondeado.

K? -rem; (4.43)
= La ultima de las operaciones es un complemento a 1.
K? -Tem;_1 (4.44)

La consideracién que es necesario hacer aqui es la misma que para el caso del
reciproco. Las dos expresiones (la tradicional y la del célculo en paralelo) para
el calculo del resto, realizan operaciones aritméticas distintas. Por lo tanto, no
siempre van a producir el mismo resultado.
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Error del resto paralelo: Queda por establecer para la ecuacién (4.38) el
error del resultado que produce, derivado de la implementaciéon hardware de
las operaciones aritméticas que lo componen. Para ello partimos de las mismas
asunciones genéricas que se realizaron en el caso del reciproco. Igual que en el
caso anterior, el error del resto calculado en paralelo viene dado por la diferencia
entre el resto calculado de manera convencional y el propio resto paralelo.

Epar = T'rem; — Prem; (4.45)

Por un lado, es necesario explicitar las distintas contribuciones al error del
resto calculado convencionalmente. Son las siguientes:

Trem; =1— X -&F 4 e, (4.46)
Esta ecuacion puede ser expandida hasta obtener:
2 1
Trem; = i &7+ €hrrem, (4.47)

Por otro lado, hay que hacer lo mismo para el cdlculo paralelo del resto. La
expresion de este en una implementacién hardware tiene la siguiente forma:

Prem;=1— K2 (1 —Trem;_1) + &pem, (4.48)

Es necesario, para poder obtener la formula final expandida, analizar las

contribuciones de K?. En primer lugar, para obtener K hay que utilizar la
férmula:

|
Ki=3- (3—7i1) +ek, (4.49)

Es necesario también tener en cuenta, la composicién de 7;_1.

Pior =X (WP rel +2-w e tely )t (4.50)

Se incluyen todas estas expresiones en la ecuacion (4.48). De manera anéloga
al reciproco, restando la expresién para Prem; de Trem; y eliminando algunos
términos despreciables se llega a la siguiente expresion para el resto calculado
en paralelo

ety t
~ . . i—1 i—1
Epar = &i—1 ( w3 +

+ Eé(,i + 55“7"67%,-) - 5337'emi (451)

La correspondiente expresién para la raiz cuadrada se obtiene multiplicando
la expresion anterior por el operando X.
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4.3.3. Obtencion del resto del reciproco y la division para
el algoritmo NR

Se puede repetir todo el mismo proceso, pero ahora aplicado al algoritmo
NR. Describimos en primer lugar las operaciones para el caso del reciproco. La
ecuacion definida en (4.19) para el célculo en paralelo del resto para el reciproco,
puede ser reescrita del siguiente modo:

rem; =1—d;—1-(1 —rem;_1) (4.52)

A continuacién hacemos un listado de las operaciones aritméticas que com-
ponen la expresién anterior:

= Complemento a 1 de rem;_1.

Tem;—1 = 1 —rem;_1 (4.53)

= La siguiente operacién es una multiplicacién:

Ki srem;—1 (454)

= La ultima operaciéon consiste en el complemento a 1 del resultado de la
multiplicacién anterior
Ki sremg;—1 (455)

Error del resto paralelo: Una vez conocidas las operaciones aritméticas y
el orden en que se realizan, hacemos una estimacion del error de este calculo. No
hay diferencias significativas con el procedimiento establecido para el algoritmo
GLD.

En primer lugar, la expresion final del resto calculado de manera tradicional
tiene la siguiente forma:

Trem; = —X & + €rpem, (4.56)

Por otra parte, siguiendo el mismo proceso que en el caso del algoritmo GLD,
se obtiene la expresién para el resto calculado en paralelo.

_ Lt _ e (ot At t t
Premi - _X'El ETrem; X €i—1 (‘sdi_l €ni_1 +5Trem7¢_1)+€Prem,; (457)

A través de las dos ecuaciones anteriores se llega a la expresion final del error
para el resto paralelo.
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_ . . t _ At t At
Epar = X €i—1 (5di,1 6ni,1 + ET'Pemi,l) ‘C:Prem,- (458)

4.3.4. Obtencién del resto de la raiz cuadrada reciproca y

la raiz cuadrada para el algoritmo NR

Igual que antes se parte de de la expresién del calculo en paralelo del resto
para la raiz cuadrada reciproca, que viene dado por:

rem; =1—di_;- (1 —rem;_1) (4.59)
Las operaciones aritméticas a realizar son las siguientes:

= La primera operacién consiste en la multiplicacién necesaria para elevar
al cuadrado d;_1.
2
di_4 (4.60)

= La segunda de ellas consiste en un complemento a 1:

Tem;—1 = 1 —rem;_1 (4.61)

= La siguiente corresponde a la multiplicacion:
d? | -Tem; 1 (4.62)
= La 1ltima es otro complemento a 1.
P (4.63)
Error del resto paralelo: Las expresiones que hay que utilizar, al igual que

en todos los casos anteriores, son el resto calculado de manera tradicional:

1
“Ep — E : EZ'Q + Ez}remi (464)

2
Trem; = ——
w

El resto calculado en paralelo, supone el desarrollo de todas las contribucio-
nes al error de la expresion:
Prem; =1—d?- (1 —Trem!_ )+ Trem!_, (4.65)

Desarrollando la expresién anterior, al igual que en todos los casos anteriores,
y eliminando algunos términos despreciables se llega a una expresion aproximada
para el error del resto calculado en paralelo.
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Figura 4.1: Nuevo esquema de redondeo al mas préximo

t t
Enq‘,—l

- T + 6td,;_l + 5T7"em§’71) + 5Prem§71 (466)

Epar = Ei—1 " (

4.4. Nuevo método de redondeo

La manera alternativa de obtener el resto, descrito en la seccién anterior, hace
necesario el diseno de un método de redondeo para algoritmos multiplicativos
distinto del tradicional, descrito en la seccién 1.3. También se ha mencionado que
este nuevo método debe de estar basado en el resultado obtenido del algoritmo
de manera directa (@), en lugar de estar basado en una versién transformada del
resultado (w’). Esto es debido a que el resto del que se dispone es, precisamente,
el resto de w.

En la figura 4.1 se muestra un esquema del nuevo método de redondeo para
el caso concreto de redondeo al mas proximo. La parte superior de la figura
representa el intervalo de posibles valores que puede tomar el resultado del al-
goritmo & entre dos puntos representables con n bits de precisién (L y L+ 1).
Estd también representado el punto medio que, para ser representado, reque-
rird n + 1 bits de precision. La parte inferior representa la recta que contiene
los dos posibles valores finales del resultado después de ser redondeado. Estos,
debido a los requerimientos del estandar, sélo pueden ser, puntos representables
de precisién y exactitud n.

Como en cualquier método de redondeo, segun el estandar IEEE 754, el obje-
tivo que se persigue es obtener el mismo resultado que si se hubiera redondeado
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A

7654 3210 1234 5E7

L0O Lo1 L10 L11 (L+1)00

Figura 4.2: Casos que necesitan el cdlculo del resto

el resultado exacto. Supongamos que el resultado obtenido del algoritmo (&) es
alguno de los puntos entre los dos puntos representables entre el punto L y el
punto L + 1. Supondremos ademds que tiene una exactitud mayor o igual que
2~ (+2) hits, es decir, |w — @] < 27"+2),

La accién de redondeo al mas proximo es equivalente a decir que el resultado
final serd bien el punto de precision n mas cercano al resultado exacto. Es
decir, el resultado final depende de donde estd el resultado exacto. Entonces,
si el resultado exacto estd a la izquierda del punto medio entre los dos puntos
representables L y L + 1 la accién de redondeo serd truncar. Si el resultado
exacto estd a la derecha, la accion necesaria serd incrementar. El caso para el
cual el resultado exacto es, justamente, el punto medio entre L y L + 1 nunca
se puede producir [OF97].

En el método tradicional, para conocer la posicién del resultado exacto, se
utiliza una aproximacién al resultado (w’). Esta aproximacién, tal y como se
vié en la seccién 1.3, se obtiene transformando @, de tal manera que tiene una
exactitud mayor o igual 2~ ("1 De este modo es necesario conocer el signo del
resto para determinar en que mitad de la recta se encuentra el resultado exacto.
Su posicién determina la accién de redondeo que es necesario tomar.

En este nuevo método de redondeo, es necesario cambiar todo el proceso
descrito en el parrafo anterior porque disponemos del resto de @ no del resto de
w'. Sin pérdida de generalidad, suponemos que @ se calcula con una exactitud
de 27(*2) y con una precisién de n + 5 bits.

En la figura 4.2 se representan todos los valores que puede tomar & entre
dos puntos de precision n que se diferencian en 1 ulp. Los puntos etiquetados se
representan con tres bits por simplicidad de la figura. L es el bit en la posicién
n, luego habria que anadirle tres bits més. Por ejemplo, la posicion L10 es el
nimero 1.xz....zL10000. Hay 8 posibles valores entre L10 y L11 que son de la
forma 1.zx....zL10zxx, desde 1.xz....xL10000 a 1.xz....xL10111.

Teniendo en cuenta los requerimientos de exactitud para @, los puntos de la
figura a la izquierda de LO1 no necesitan el calculo del resto, puesto que se sabe
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que el resultado exacto siempre estard por debajo de L10. Esto es debido a la
exactitud requerida para el resultado que es:

lw— @] <27+ (4.67)

Luego, la accién de redondeo que se necesita para estos puntos siempre es
truncar.

Los mismos argumentos pueden ser aplicados a todos aquellos puntos que
en la figura estan a la derecha de L11. En este caso, la accién es siempre in-
crementar. Esto es asi, porque, si la exactitud es mayor o igual que 2~ ("12) ¢l
resultado exacto siempre serd mayor que el punto L10.

El resto de puntos, que estéan etiquetados con un nimero en la figura 4.2, son
los que necesitan del calculo del resto. Cada una de las etiquetas asignadas a los
distintos puntos representables para @, representa la distancia de dicho punto
al punto medio L10 (medida en nimero de intervalos de 2~("*5)). La distancia
se obtiene tal y como se explica a continuacién. Por ejemplo, si escogemos el
punto 7, la distancia de este punto al punto medio L10 es 7 -2~ ("t5) Al igual
que en la figura anterior, en esta figura no se representan todos los bits de cada
punto. Por ejemplo, L10 que identifica al punto medio, son los bits n, n + 1y
n+2 de dicho punto. Asi, este punto serd 1.xxzxzz...2L10000, el inmediatamente
inferior es l.zzzzx..xL01111, el inmediatamente superior 1l.zzzxxx...xL10001
y asi sucesivamente. De este modo, el punto etiquetado como 7 es el punto
l.xz....2L01001, si estd a la izquierda de L10, y l.xx....zL10111 si estd a la
derecha.

Para saber si el resultado exacto estd a la izquierda o a la derecha del punto
medio, utilizaremos la distancia entre el resultado real y la aproximaciéon @ que
obtenemos del algoritmo. La distancia w — @ permite saber si el punto esté a la
izquierda o a la derecha de L10. El objetivo es poder relacionar esta distancia con
el valor del resto. De este modo en funcién del valor del resto se podra obtener
esta informacién.

Este proceso es analogo para todos los puntos, aunque el valor que permite
distinguir la posicién del resultado exacto depende de los cinco tltimos bits de
cada punto. Veamos, por ejemplo, el caso de todos aquellos puntos que estan
justo a la izquierda de L10, es decir, que tienen la terminaciéon L01111. El valor
de la distancia, mayor o menor que 2~ (") permite discriminar la posicién del
resultado exacto respecto del punto L10.

(5 = > L10
(45 = w < L10 (4.68)

&>

w— > 27
w— < 27

&>
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No se considera el caso w — & = 275 porque esto significarfa que el
resultado exacto es justo el punto medio. Se ha determinado que este caso no
se puede dar en algoritmos multiplicativos [OF97]. Sin embargo este punto, es
el que se utiliza para determinar si el resultado exacto esta a la izquierda o a la
derecha de L10.

O =w—2 "+ (4.69)

Hay que obtener el resto para este valor de @. Se obtiene el mismo valor del
resto tanto para el reciproco como para la raiz cuadrada reciproca. En el caso
del reciproco de manera exacta y en el de la raiz cuadrada reciproca eliminando
algin término despreciable. De esto modo el proceso de redondeo es comun a
ambas operaciones. El valor obtenido del resto es el siguiente:

rem = X - 27 ("+9) (4.70)

Teniendo en cuenta las ecuaciones (4.68) y (4.70), se establece un criterio
que predice donde esté el resultado exacto en funcién del valor del resto

rem > X .29 o > 110
rem < X-2-09) = < L10

Este es el criterio que hay que aplicar para todos aquellos puntos con la
terminacién L01111. Se puede aplicar el mismo proceso a todos aquellos puntos
con otras terminaciones que necesitan del calculo del resto. Lo tinico que cambia
es el valor con el que hay que comparar el resto para determinar donde se
encuentra el resultado exacto. De este modo, es posible construir una nueva
tabla de redondeo que estd basada en el valor de & (Tabla 4.1). Esta tabla es la
que define por completo el nuevo método de redondeo propuesto, que consiste en
la determinacion de la accién de redondeo en base al resultado de la comparacion
del resto con una serie de valores.

Esta tabla de redondeo y la nueva manera de calcular el resto en paralelo
han sido validados por medio de simulaciones exhaustivas. Los resultados de
estas validaciones se presentan en la siguiente seccion.

4.5. Validacion del método

Esta seccion estd dedicada a explicar como se construyeron y utilizaron las
simulaciones exhaustivas para la validacién del nuevo método de redondeo. Asi-
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H wn+1:n+5] ‘ Condicién H Accién H

01001 rem>7-X.2-(nt5) INC
rem < 7-X.2-(n+5) TRUNC

01010 rem > 6-X -2~ (n+5) INC
rem < 6+ X -2~ (n+5) TRUNC

01011 rem >5-X .27 (nt5) INC
rem <5-X .2~ (n+5) TRUNC

01100 rem >4-X .2-(n+5) INC
rem < 4-X .2~ (n+5) TRUNC

01101 rem>3-X.2-(nt5) INC
rem < 3-X .2~ (n+5) TRUNC

01110 rem > 2. X .2~ (n+5) INC
rem < 2-X -2 (ntd) TRUNC

01111 rem > X .2 (n+5) INC
rem < X -2~ (n+5) TRUNC

10000 rem > 0 INC
rem < 0 TRUNC

10001 rem > —X -2~ (nt5) INC
rem < —X -2—(n+5) TRUNC

10010 rem > —2. X .2~ (nt5) INC
rem < —2- X -2-(+5) |l TRUNC

10011 rem > —3.X -2 (nt+5) INC
rem < —3- X -2~ (n+5) || TRUNC

10100 rem > —4.X -2 (nt+5) INC
rem < —4 - X - 2=(n+5) I TRUNC

10101 rem > —5- X - 2 (n+5) INC
rem < —5- X - 2= (+5) |l TRUNC

10110 rem > —6- X -2~ (n+5) INC
rem < —6- X - 2= (n+5) || TRUNC

10111 rem > —7-X -2 (nt+5) INC
rem < —7- X -2~ (n+5) I TRUNC

Tabla 4.1: Tabla para redondeo al méas préximo

mismo se presentan los resultado obtenidos que serviran para la evaluacion del
método y su comparacién con otros ya existentes. Todas las simulaciones presen-
tadas fueron realizadas con Maple [GLMO8]. El propésito de estas simulaciones
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[ [ Recip. | Raiz Recip. ||

GLD 0.8% 1.6 %
NR 0.8% 1.6 %

Tabla 4.2: Porcentaje de casos, respecto del total, donde la accién de redondeo no es correcta

fue corroborar el resultado tedrico de que el resto calculado en paralelo no pro-
duce el mismo resultado que el resto calculado de manera tradicional en todas las
ocasiones. Ademas, se queria determinar en cuantas ocasiones respecto del total
era necesario, entonces, el calculo tradicional del resto. Este resultado permite
proponer un nuevo algoritmo de latencia variable para el redondeo.

Todas las simulaciones se realizaron tanto para el algoritmo NR como para
el algoritmo GLD. Se diseno un cédigo que reproduce la ejecuciéon en hardwa-
re del algoritmo. Se simulé la contribuciéon que la ejecuciéon hardware de las
operaciones aritméticas introduce en el error del resultado. Sin pérdida de gene-
ralidad, las operaciones simuladas son el reciproco y la raiz cuadrada reciproca.
Se implementaron tanto el método clasico de redondeo como el nuevo método.

El formato de datos escogidos para las simulaciones fue el de precisién simple,
puesto que otros formatos de mayor precisién consumen muchos mas recursos
computacionales. Para obtener resultados acerca del redondeo basté con simular
una unica iteracién de los algoritmos. Al igual que en la construccién de modelo
tedrico del nuevo método, la precisién escogida para las operaciones intermedias
fue de n + 5 bits.

El primer y mas importante resultado que se extrae de las simulaciones es
que el valor obtenido en paralelo del resto no es vélido para todos los casos. Este
resultado ya se habia previsto en el desarrollo tedrico del método. Los niimeros
concretos de este resultado se muestran en la tabla 4.2. A pesar de esto, el
porcentaje de casos en que el valor del resto obtenido no es adecuado es muy
pequeno para cualquiera de los casos simulados.

Como ya se habia mencionado en secciones anteriores, esto es debido a pro-
blemas en la implementacién del calculo del resto. Este problema esta provocado
por que la representaciéon de los nimeros en hardware hace que las operaciones
aritméticas pierdan la propiedad asociativa. Por lo tanto, operaciones aritméti-
cas distintas que llegan al mismo resultado de manera tedrica no lo hacen cuando
son implementadas en hardware. El resultado es que, cuando se calcula el resto
en paralelo, se obtengan resultados ligeramente diferentes.
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I | GLD NR [
@n+1:n+ 5] Recip. | Raiz Recip. | Recip. | Raiz Recip.
01101 0.8% - 0.8%
01110 9.0% - 9.0%
01111 21% 21.9% 2.1% 21.9%
10000 17.6 % 14.3% 17.6 % 14.3%
10001 4.8% 51% 4.8% 51%
10010 - 02% - 0.2%

Tabla 4.3: Porcentaje de casos con los mismos dltimos 5 bits (respecto del total con la misma
terminacién) con un valor del resto paralelo incorrecto.

4.5.1. Algoritmo de latencia variable

A la vista de estos primeros resultados, queda claro que, para el esquema
propuesto, no es posible proponer un método de redondeo de los resultados de
algoritmos multiplicativos donde se evite el calculo del resto para todos los ca-
sos. Sin embargo, es perfectamente factible proponer un algoritmo de redondeo
de latencia variable con muy buenos porcentajes de casos en los que se evi-
ta el cdlculo del resto. El esquema final, calculara el resto en paralelo en la
gran mayoria de las ocasiones y, en algunos casos, habra que recurrir al modo
convencional de calcular el resto.

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos hasta este punto se realizaron
simulaciones adicionales. El siguiente paso era confirmar, segtin lo explicado en
la seccién anterior, exactamente qué casos de @ necesitaban del calculo conven-
cional del resto y para cuales bastaba con la obtencién en paralelo del mismo.
Dichos casos fueron clasificados en base a sus ultimos 5 bits. Lo que finalmente
se calculé fue qué porcentaje de casos con la misma terminacién de 5 bits, res-
pecto del total de casos que terminan con los mismos ultimos 5 bits, necesitan
del calculo convencional del resto.

Como cabia esperar, para todos los valores de @ con los mismos 5 tltimos
bits, no siempre se necesita el cilculo convencional del resto. Solo un porcentaje
pequeno de estos casos lo necesita (Tabla 4.3). Para cualquiera de los dos algo-
ritmos considerados (NR y GLD), solo tres combinaciones de los ultimos 5 bits
entre todas las posibles, necesitan el cdlculo del resto de manera convencional
en algunas ocasiones. Por ejemplo, si los tdltimos 5 bits de @ son 10000 para el
casos del reciproco, el cdlculo del resto en paralelo es correcto en el 82,74 % de
las veces que se produce esa combinacién.
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H H GLD NR H
@n+1:n+5] Recip. Raiz Recip. | Recip. | Raliz Recip.
01101 - 3.13% - 3.13%
01110 - 3.13% - 3.13%
01111 3.12% 3.12% 3.12% 3.12%
10000 3.14% 3.12% 3.14% 3.12%
10001 3.11% 3.12% 3.11% 3.12%
10010 - 3.12% - 3.12%
Total 9.37% 18.74 % 9.37 18.74 %
Otros [Sch95] 25.01% 25.01% 25.01 25.01%
Otros works[Obe99] || 12.49 % 12.49% 12.49 12.49%

Tabla 4.4: Porcentaje de casos con resto paralelo incorrecto respecto del total

En el caso de la raiz cuadrada reciproca, el niimero de combinaciones de
los ultimos 5 bits donde se producen valores erréneos del resto son 6. Las com-
binaciones 01010 y 10010 fallan en la prediccién en un ntimero muy reducido
de casos (0,8 % y 0,2 % respectivamente). Este nimero de casos es lo suficien-
temente pequeno como para que estos casos puedan ser almacenados en una
tabla muy pequena. De esta manera es posible reducir el niimero de combina-
ciones problematicas a 4. Sin embargo, el nimero total de casos para el resto
de las combinaciones, tanto en el caso del reciproco como de la raiz cuadrada
reciproca, es demasiado grande. Esto provoca que no sea posible predecir, para
una combinacién de 5 ultimos bits, en que casos el valor del resto obtenido en
paralelo es adecuado o no. Se consideré la posibilidad de hacerlo en una tabla o
sintetizando una funcién légica, pero el nimero de casos es demasiado grande.

Es necesario destacar, también, que los resultados obtenidos en estas simu-
laciones son coherentes con las estimaciones teéricas obtenidas para el error del
calculo del resto en paralelo. La distancia de los puntos para los que en algunos
casos no se predice bien la acciéon de redondeo al punto medio L10000 es menor
o igual que el valor de dicho error.

Epar > 3-27 (") (4.71)

Por esta razén, el resto calculado en paralelo no distingue en ocasiones de
manera adecuada la posicién del resultado exacto. Este error se obtiene de la
evaluacién concreta de las expresiones (4.39), (4.51), 4.58 y 4.66. Esto hace que
para estos puntos, el valor del resto no tenga la exactitud necesaria para poder
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discernir si el resultado real estd por encima o por debajo del punto L10000.

La opcién factible, a la vista de los resultados, para construir un método
de latencia variable es realizar el calculo paralelo del resto en todos los casos
excepto cuando se produce una de las combinaciones que en algunos casos no
predicen bien la accién de redondeo. Cuando aparece una de las combinaciones
de la tabla 4.3 se realizara el calculo convencional del resto. Se excluiran las
dos combinaciones 01010 y 10010 para la raiz cuadrada reciproco porque, como
habiamos dicho, estos casos pueden ser almacenados en una tabla de tamano
muy pequeno para ser detectados.

4.5.2. Eficiencia del método de latencia variable

Una vez que se decidié el esquema necesario para implementar un método
de latencia variable, se realizaron simulaciones para determinar el porcentaje de
casos total en que hay que recurrir al calculo convencional del resto. Es decir,
para medir la eficiencia del método. Se midi6 el porcentaje de casos respecto
del total, para cada una de las posibles combinaciones de los tltimos 5 bits. La
suma de todos estos porcentajes proporciona el porcentaje de casos respecto del
total que necesitan del calculo convencional del resto. Los resultados de estas
simulaciones se encuentra en la tabla 4.4. En la tabla es también posible ver el
porcentaje total de ocasiones en que se necesita el cdlculo del resto convencio-
nal para cada operacién. Este porcentaje es de un 9,37 % para el caso de raiz
cuadrada reciproca y de 12,49 % para la raiz cuadrada reciproca. En la parte
de inferior de la tabla, también se incluyen los resultados de otros trabajos rea-
lizados previamente para posibilitar la comparacién. Estos porcentajes fueron
obtenidos realizando las correspondientes simulaciones de estos métodos con las
mismas condiciones que para el método propuesto aqui. El objetivo de estas
simulaciones era obtener el nimero exacto de casos, respecto del total, en que
se necesita el cdlculo convencional del resto. Esto es asi porque, el resultado que
estos trabajos proporcionaban originalmente era la fraccién de posibles entradas
de la tabla de redondo que necesitaban del calculo convencional del resto. Como
se puede ver el método mejora los resultados para divisiéon con respecto a los
otros dos métodos comparados. En el caso de la raiz cuadrada tinicamente me-
jora los resultados respecto a uno de los métodos. Sin embargo tiene la ventaja
de ser un método unificado para la raiz cuadrada, la divisién y sus reciprocos.
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Figura 4.3: Esquema propuesto para las unidades con célculo del resto en paralelo
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4.6. Meétodo propuesto

A la vista de los resultados expuestos en la seccién anterior, se propone un
esquema completo para la implementacién del método propuesto (Figura 4.3).
Este permitird el calculo en paralelo del resto en la gran mayoria de los casos.
Este cédlculo en paralelo se realizara de acuerdo con las expresiones propuestas
en secciones anteriores. Serd necesario, ademads, generar todas las constantes
necesarias para la comparacién con el redondeo. Este proceso también se rea-
liza en paralelo con la ejecucién del algoritmo. Es necesario generar todas las
constantes posibles (que aparecen en la tabla 4.1) puesto que, a priori, no se
conoce cual de ellas sera necesaria. Este cdlculo consiste en desplazamientos del
operando X. Después de calcularlas serd necesario almacenarlas en una tabla
en espera de que sean utilizadas. Esta tabla tendra un tamano pequeno de 14
entradas de 28 bits. Una vez que se conocen los ultimos cinco bits del resultado
w, se escogerd la constante adecuada para ser comparada con el valor del resto.
El resultado de esta comparacion, que es muy rapida, determina la acciéon de
redondeo. Esta constante podra ser comparada con el resto calculado en pa-
ralelo o con el resto obtenido de manera convencional dependiendo del caso.
La decisiéon de qué resto utilizar para realizar la comparacién se toma una vez
que se ha obtenido el resultado. Si los tltimos 5 bits de este es alguna de las
combinaciones de la tabla 4.4, sera necesario proceder al cédlculo del resto de
manera convencional para, luego, proceder a su comparacion con la constante
adecuada. Si no es asi, se utiliza el resto que habia sido computado en paralelo.
Por 1ltimo, se realiza la comparacién y se toma la accion segtin el resultado de
esta.

Este método tiene utilidad si se utiliza un multiplicador para realizar el
cémputo del algoritmo y se utiliza otro distinto para el cémputo del resto en
paralelo. Dichos multiplicadores deben ser segmentados. Suponemos para ellos
una latencia de 4 ciclos. Con esta configuraciéon descrita, la latencia para el
caso del reciproco, es de 8 ciclos. 12 para el caso en que es necesario el calculo
del resto de manera convencional. Finalmente, para la raiz cuadrada reciproca,
el algoritmo necesita 13 ciclos cuando es suficiente con el cédlculo del resto en
paralelo y 17 si hay que calcular el resto de manera convencional.

4.7. Conclusion

En este capitulo se ha presentado un método que elimina por completo la
latencia debida al célculo del resto para la mayoria de los casos en el redondeo
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de algoritmos multiplicativos. El método estd basado en el calculo en paralelo
del resto y en un nuevo método de redondeo. Con estas mejoras, el nimero de
veces en que hay que calcular el resto de manera convencional queda reducido
a un 9% de los casos en el casos del reciproco y la divisién. El porcentaje es
de un 12% en el caso de la raiz cuadrada reciproca y la raiz cuadrada. De este
modo la arquitectura final obtenida es un método de latencia variable.

Se ha propuesto un método para calcular el resto en paralelo con la ejecucién
del algoritmo. Este método produce el resto del resultado directamente obtenido
del algoritmo, sin ninguna transformacién. Por esta razon, fue necesario presen-
tar un nuevo método de redondeo a partir de esta aproximacion al resultado sin
transformar. El método consiste en comparar el resto con constantes facilmente
calculables. La constante utilizada depende de los ultimos 5 bits del resultado
obtenido.

El método propuesto ha sido validado por medio de simulaciones exhaustivas.
Estas simulaciones proporcionan una medida exacta de que casos producen un
valor adecuado del resto, calculandolo en paralelo, y cuales no. Los resultados
extraidos de estas simulaciones muestran importantes reducciones en el niimero
de veces que hay que calcular el resto de manera tradicional respecto de trabajos
previos.
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Capitulo 5

Método de redondeo con
obtencion simple del resto

En el capitulo anterior se explicd el diseno de un nuevo método de redondeo
de latencia variable. Dicho método utiliza un modo de obtener el valor del resto,
necesario para el redondeo, sin causar ninguna penalizacion adictonal a la la-
tencia del algoritmo. La manera de hacerlo era calcular dicho valor en paralelo.
Esto se habia consequido a través de una expresion matemdtica que obtiene el
resto en funcion del resto de la iteracion anterior. Este método producia me-
jores resultados que trabajos previos comparables, pero tiene un inconveniente.
E's necesario disponer de un multiplicador adicional para el computo del resto
en paralelo. Lo que se propone en este capitulo es un método de redondeo de la-
tencia variable que evita la necesidad del multiplicador adicional y que produce
resultados prdcticamente iguales que el método anterior. La ventaja es el ahorro
de un multiplicador. Este método se basa en obtener el resto a través de una
operacion aritmética mucho mas sencilla que la multiplicacion, la resta. Este
método sdlo es vdlido para el algoritmo de Goldschmidt (GLD). No es posible
proponer un método equivalente para el caso del algoritmo de Newton-Raphson.
La propia estructura del algoritmo impide obtener el resto para la misma itera-
cion que se estd calculando. Por lo tanto este método unicamente serd wvdlido
para el algoritmo GLD. En el caso de la division solamente se necesitard rea-
lizar el cdlculo del resto de manera convencional en el 9% de los casos. Este
porcentaje serd de un 12% de los casos que mejora incluso los resultados del
método anterior
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5.1. Introduccion

Ya se ha venido mencionando a lo largo de todo este trabajo que el estandar
IEEE754 requiere que los resultados de las operaciones aritméticas estén re-
dondeados segin los modos descritos en dicho estdndar. Todos los esfuerzos
realizados hasta ahora por optimizar este proceso de redondeo han desembo-
cado siempre en métodos de latencia variable. Es decir, métodos que realizan
una accién u otra dependiendo del valor concreto del resultado. Basicamente, la
accién sera calcular el resto de manera convencional en unos casos y en otros,
el resto no se calculara o se hard de manera alternativa.

Uno de los criterios que se deben tener en cuenta a la hora de disenar méto-
dos de redondeo mejorados es que su implementacién ocupe la menor cantidad
de area posible. El método propuesto en el capitulo anterior obtenia, en para-
lelo con la ejecucion del algoritmo, el resto del resultado tal y como se obtiene
directamente del algoritmo. (@). Este cdlculo en paralelo se obtiene a través
del computo de una expresién matematica que, usando el resto de la iteracion
anterior, se calcula el de la siguiente. Aparte de restar de 1, la operacién prin-
cipal de esta expresién es la multiplicacién en hardware. Al implementar este
método es necesario disponer de un multiplicador adicional para no interferir en
la ejecucién del algoritmo. Esto supone un coste en hardware adicional.

Se presenta aqui un método similar al anterior, que proporciona resultados
similares pero que no necesita de la multiplicacién para obtener el resto en para-
lelo con la ejecucion del algoritmo. La idea es que la magnitud r; del algoritmo
GLD, definida en la ecuacién (1.44), es una magnitud muy parecida al valor del
resto. Se obtiene el resto simplemente complementando dicha magnitud. El res-
to que se obtiene es el resto del resultado obtenido directamente del algoritmo
sin ninguna modificacién (@). Esto permite, una vez que se ha obtenido el valor
del resto, utilizar el mismo método de redondeo definido en la seccién 4.4. Se
obtiene asi un método que en la mayoria de los casos no genera penalizacién en
la latencia evitando el célculo convencional del resto.

Debido a la estructura del algoritmo NR, no es posible establecer un método
equivalente para él. El hecho de que las multiplicaciones no sean independientes
entre si para este algoritmo hace que no sea posible obtener el resto sin penalizar
el tiempo de una multiplicacién.

Al igual que en el método anterior, el cdlculo del resto de modo convencional
no se elimina completamente. El error inherente a la implementaciéon hardware
de las operaciones aritméticas hace que, en algunos casos, el resto no sea exac-
tamente igual al convencional. Entonces, solo es posible proponer un método de
latencia variable.
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Este método ha sido validado mediante simulaciones exhaustivas para obte-
ner las medidas acerca de que porcentaje de casos, dependiendo de la operacion,
necesitan del calculo convencional del resto. Se ha realizado también un anali-
sis para determinar el error del resto calculado de manera alternativa, respecto
del convencional, para ver si los resultados obtenidos en las simulaciones eran
coherentes. Dichos resultados muestran que el resto calculado de manera con-
vencional solo es necesario en, aproximadamente, el 9% de los casos para la
divisién y el reciproco. El porcentaje es del 12% en el caso de la raiz cuadrada
y la raiz cuadrada reciproca. Este resultado es incluso mejor que en el caso del
método anterior.

5.2. Calculo alternativo del resto

En esta seccién explicamos la manera de obtener el resto de manera alter-
nativa sin utilizar la operacién de multiplicacién. Como se vera a continuacién
este método es mucho més sencillo que el explicado en el capitulo anterior. La
mejor manera para obtener el resto es hacerlo a partir de una magnitud propia
del algoritmo GLD para tener que realizar las minimas operaciones a a mayores.
Empezaremos con el reciproco.

5.2.1. Reciproco

Si nos remontamos a la descripcién del algoritmo GLD realizada en la seccién
1.2.2, se puede ver que el algoritmo para el reciproco estéd caracterizado por tres
magnitudes que se calculan tal y como se describen a continuacién. En primer
lugar la magnitud K;.

Ki :277"7;_1 (51)

Para obtener K; es necesario obtener r;, que se calcula del siguiente modo:
Por ltimo, la expresién que calcula el resultado viene dada por:

w; =K1 Ky K; (5.3)

En la implementacion de este algoritmo, el cdlculo comienza con la obtencién
de una primera aproximacién leida de una tabla (Ko = wp) y en cada iteracién
se va incorporando una nueva K; calculada segin la ecuacién (5.1).
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K, = 2—-ri
w; = wi—1-K;
ri = Ti—1- Ki (54)

Por otra parte, es necesario recordar la expresién convencional del calculo
del resto para el reciproco:

rem=1—-X w; (5.5)

Con todos estos elementos, es necesario fijarse en las ecuaciones (5.2) y (5.3).
Como se puede ver, ambas son muy similares y pueden ser relacionadas de la
siguiente forma:

r, = X - Ws (56)

Si comparamos la ecuacién obtenida con la ecuacién (5.5) para el célculo
convencional del resto vemos que son, también muy similares. Sélo se diferencia
por la resta de 1. Entonces, deberia ser posible obtener un valor para el resto si
restamos r; de 1.

rem; =1—r; (5.7)

Una vez que se ha obtenido una expresién alternativa para el cédlculo del
resto, es necesario realizar algunas consideraciones. En primer lugar, el resto
obtenido es el resto del resultado del algoritmo tal y como se obtiene directa-
mente del algoritmo (@). Por lo tanto, al igual que en el método anterior no es
posible utilizar el método de redondeo habitual. Se le aplicara el mismo método
de redondeo, ya explicado en el apartado 4.4. Por otra parte, también es nece-
sario retomar las consideraciones acerca de la implementacién hardware de las
operaciones aritméticas. Aqui también ocurre que, al cambiar la secuencia de
operaciones para llegar al valor del resto, el resultado puede no ser el mismo en
algunas ocasiones. Para ello introducimos més adelante una estimacién del error
en el cédlculo del resto. Es también importante, decir que el proceso a aplicar
para el caso de la divisién seria completamente andlogo.

5.2.2. Raiz cuadrada reciproca

En el caso de la raiz cuadrada reciproca hemos de fijarnos en las ecuaciones
(1.44), (1.45) y (1.46). En ellas se proponen las distintas magnitudes que in-
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tervienen en el célculo del reciproco de la raiz cuadrada mediante el algoritmo
GLD. En primer lugar, K.

3 Ti—1
K,=—-— .
> > (5.8)
A continuacién r;.
ri=X-K{ K3 K? (5.9)
Y, por tultimo, w;

En la implementacion de este algoritmo, el cdlculo comienza con la obtencién
de una primera aproximacién leida de una tabla (Ky = wp) y en cada iteracién
se va incorporando una nueva K; calculada segin la ecuacién (5.8).

1
Ki = 5(3—7“1'_1)
w; = wi—1-K;
ri = rio1- K7 (5.11)

La manera convencional de obtener el resto para la raiz cuadrada reciproca
es:

rem; =1— X -w? (5.12)
Una vez que se cuenta con todas las expresiones que entran en juego, es

necesario establecer la relacién entre las ecuaciones (5.9) y (5.10). También en
este caso es muy sencilla.

ri =X w (5.13)
Por lo tanto, es muy fAcil establecer la relacién entre la ecuacién (5.12) y la
ecuacion (5.13) que es la misma que para el caso del reciproco.

rem; =1—r; (5.14)

Las consideraciones a realizar aqui son las mismas que para el caso del

reciproco. Este célculo del resto solo servird para establecer un algoritmo de

redondeo de latencia variable (por razones ya explicadas). El resultado es ficil-

mente extensible a la raiz cuadrada. Se presenta a continuacién los errores que
afectan al calculo del resto en paralelo.
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5.3. Error del resto calculado de manera alter-
nativa

En esta seccion se propone la obtencién de una estimacién del error del resto
calculado de manera alternativa. Dicho error se define como la diferencia entre el
valor del resto que se obtiene y el valor del resto que se deberia obtener. Para ello,
como en ocasiones anteriores, para el resto calculado de manera convencional se
utilizara la notacion Trem y para el resto calculado de manera alternativa se
utilizard Prem. Se define el error del resto en paralelo (gp4,) como:

cat = T'rem; — Prem; (5.15)

El siguiente paso es intentar obtener esta expresién en funcién de distintas
contribuciones al error que puedan ser cuantificadas para cada una de las opera-
ciones. Estas contribuciones seran provocadas por la implementacién hardware
del algoritmo, tal y como se describi6 en la seccién 2.2.

Reciproco: En primer lugar, se obtiene la primera parte de la ecuacion (5.13),
es decir, Trem;. Se considera, entonces, la implementacién hardware de la ope-
racién descrita en la ecuacién (5.5). Vendrd dada por:

Trem;=1—X @+ o, (5.16)

Se pueden hacer algunas apreciaciones acerca de esta ecuacién. En primer
lugar, el resultado @w ahora estd afectado por un error con dos componentes.
Una debida al error del propio algoritmo y otra debida al error introducido por
las operaciones aritméticas.

O=w+e¢g; (517)

No se considera ningtin error en los operandos. Por tltimo &, representa
el error debido, basicamente a la multiplicaciéon y a la resta de 1, necesarios
para obtener el resto. Introduciendo la ecuacién (5.17) en la ecuacién (5.16) se
obtiene la expresién final para Trem,;.

Trem; = —X - € + Epem, (5.18)

El célculo en paralelo del resto se obtiene de la implementacién en hardware
de la ecuacién (5.7). El andlisis de las distintas contribuciones se hace de manera
similar. La expresién del écalculo en paralelo del resto es.
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Prem; =1 —7; + €prom, (5.19)

Para poder obtener todas las contribuciones al error es necesario explicitar
antes las distintas componentes de ;.

Fi=Fi1 - Ki+ e, (5.20)

Teniendo en cuenta que

Fioi =X @1 (5.21)

se utiliza la expresién anterior transformada de la siguiente forma:

T = (X S W1+ Ef"i—l) . Kl + Efni (522)

Para seguir expandiendo la expresion de 7; es necesario introducir las con-
tribuciones que introduce K.

Ki=2—11+ek, (5.23)

Aplicando el mismo razonamiento que en la ecuacién (5.22) podemos rees-
cribir la ecuacién anterior como:

Ki=2— (X &1 +el,_)+ek, (5.24)

Introduciendo esta ecuacién en la (5.22) y teniendo en cuenta que @;_1 =
w-e€;_1 se obtiene la expresion final de 7;. Dicha expresion nos sirve para obtener
la expresion del resto calculado en paralelo

_ Lty ot t ot ot Nt ¢
Prem; = —Xe;—cp, — X g1 (e, —2¢e,,_ ) +e,, - (€x, —¢cn ) =&, T €prem,

(5.25)

No hay més que restar las ecuaciones (5.18) y (5.15) y eliminar un término

que es despreciable para obtener la expresion final del resto calculado en paralelo
para el reciproco.

t t t t t t
€alt = €k, + Ery T X-gio1- (EKi - 257"1-_1) + €Trem; — €Prem; (526)

La expresion obtenida depende de los errores debidos a las distintas ope-
raciones intermedias, necesarias para obtener el resto de manera alternativa.
Estas operaciones son precisamente las que provocan las desviaciones del valor
del resto respecto de su valor correcto.
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Raiz cuadrada reciproca: El proceso para esta operacién es muy similar al
caso anterior, simplemente hay que adaptar las expresiones especificas para el
caso. En primer lugar, el calculo convencional del resto para la raiz cuadrada
reciproca:

Trem; =1—X - & + e, (5.27)
Siguiendo el mismo proceso que para el reciproco, se puede expandir esta

expresion para obtener una expresién para el resto calculado de manera conven-
cional.

Trem; = —X -2 —2-VXe; + Erem, (5.28)

Por otro lado, para obtener el error del resto, necesitamos obtener la expre-
sién del resto calculado de manera alternativa Prem,;.

Prem; =1 =7 + €prom, (5.29)
El primero de los objetivos es la extensién de la magnitud 7;.
T = Ti—1 - KE + Eil_ (530)

En la ecuacién anterior se hace la siguiente sustitucion:

L ~ 2 t

fic1=X wi 1"+ Eriy (531)
Solamente hay que explicitar las contribuciones a la magnitud [AQ

.1 . .

K, = 5 '(3*T1‘_1)+€Ki (532)

Siguiendo el mismo esquema que en el caso del reciproco, después de eliminar
algunos términos despreciables, se llega a una expresién final para el error del
resto calculado en paralelo para la raiz cuadrada reciproca

t t t t t t t
Catt =2 €, +e,, VX -gi1-(6i 1 — €k, TEx2) t € rem, — Eprem, (5.33)
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5.4. Validacién del método

Una vez construido el modelo tedrico para obtener una aproximacién del va-
lor del resto de manera alternativa, se realizaron simulaciones para validarlo. En
esta seccion se presentan los resultados de dichas simulaciones y su comparacion
con otros métodos. Al igual que en otros métodos presentados estas simulaciones
fueron realizadas usando la herramienta de célculo cientifico Maple [GLMOS|.
Como se mencioné anteriormente, este modelo permite proponer un método de
redondeo de latencia variable. Por lo tanto, se realizaron diversas simulaciones.
En primer lugar, para detectar en que casos el valor del resto obtenido en para-
lelo no era el adecuado. En segundo lugar, tras proponer el método de latencia
variable, se realizaron las simulaciones correspondientes para determinar en que
casos habia que recurrir al calculo convencional del resto y en cuales no.

En este caso todas las simulaciones se circunscriben al algoritmo GLD, que
es el tinico para el que es valido este método. El codigo escrito simula la ejecu-
cién hardware del algoritmo incluyendo sus contribuciones al error del resultado.
Se realizaron simulaciones tanto para el reciproco como para la raiz cuadrada
reciproca. Se incluy6 las simulaciones del método de redondeo propuesto y del
redondeo tradicional para que puedan ser comparados. Para tener tiempos de
simulacion razonables se escogié el formato de precisién simple para los resul-
tados. En todos los casos se simulé una iteraciéon del algoritmo, siendo posible
obtener datos suficientes sin pérdida de generalidad. La precisién escogida para
las operaciones intermedias fue de n + 5 bits.

5.4.1. Algoritmo de latencia variable

Como ya se habia sugerido en la exposicién del modelo tedrico, algunos de
los valores obtenidos para el resto calculado en paralelo no eran adecuados.
Estos producen un valor erréneo al aplicar el método de redondeo descrito en
la seccién 4.4. Los porcentajes de puntos (respecto del total de puntos posibles)
en los que el valor del resto no es adecuado se muestran en la tabla 5.1. Estos
porcentajes son muy pequenos (0,9% para el reciproco y 1,4% para la raiz
cuadrada reciproca) para cualquiera de las operaciones simuladas. En la misma
tabla, se presentan también los resultados del método presentado en el capitulo
anterior. Son muy similares.

Esta desviacion en el valor del resto esta provocada por la diferente secuencia
de operaciones seguida para el calculo del resto. Esto hace que los errores debido
a la implementacién hardware sea distinta y, por lo tanto, el resultado final
también. Este resultado tiene como consecuencia que solo sea posible proponer
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H H Recip. ‘ Raiz Recip. H
H GLD (este método) H 0.9% ‘ 1.4% H
H GLD (resto paralelo) H 0.8% ‘ 1.6 % H

Tabla 5.1: Porcentaje de casos, respecto del total, donde la accién de redondeo no es correcta

I [ GLD
@n+1:n+5] Recip. Raiz Recip.
01110 - 4.7%
01111 2.1% 16.2%
10000 21.6 % 15.9%
10001 5.7% 8.6 %

Tabla 5.2: Porcentaje de casos con los mismos dltimos 5 bits (respecto del total con la misma
terminacién) con un valor del resto paralelo incorrecto.

I | GLD |
@n+1:n+ 5] Recip. Raiz Recip.
01101 - 0.8%
01110 - 9.0%
01111 21% 21.9%
10000 17.6 % 14.3%
10001 4.8% 51%
10010 - 0.2%

Tabla 5.3: Obtencién del resto en paralelo: Porcentaje de casos con los mismos ultimos 5
bits (respecto del total con la misma terminacién) con un valor del resto paralelo
incorrecto.

un método de latencia variable.

El siguiente paso fue intentar discriminar, mediante simulaciones, para qué va-
lores del resultado (@) se producian valores no vélidos del resto paralelo . Dicha
clasificacién se realizé en funcién del valor de los 5 ultimos bits del resultado,
que se calcula con n+ 5 bits de precisién. Se obtuvieron los porcentajes de casos
que terminan con los mismos tltimos 5 bits, respecto del total de casos con la
misma terminacién. Estos resultados se pueden ver en la tabla 5.2.
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Como se puede ver en dicha tabla, no siempre se calcula un valor adecuado
del resto para todos los valores de w con la misma combinacién de los tultimos
5 bits. Aunque es solamente un pequeno porcentaje para tres combinaciones
determinadas en el caso del reciproco y cuatro combinaciones en el caso de la
raiz cuadrada reciproca. Por ejemplo, si los 5 1ltimos bits de @ son 10000 el
célculo del resto en paralelo es correcto en el 78,4 % de las veces, en el caso del
reciproco, y en el 84,1 % de las veces para el caso de la rafz cuadrada reciproca.
La aparicién de estas combinaciones con valores errores del resto erréneos se
producen cuando el error del resto (descrito en la seccién anterior) es comparable
a la distancia entre el resultado obtenido y el resultado exacto.

Se presentan también los resultados de la misma simulacién para el método
del capitulo anterior, que obtenia el valor del resto en paralelo (Tabla 5.3). Para
el caso del reciproco, los resultados del método propuesto son muy similares a
los del calculo del resto en paralelo. Simplemente hay una ligera diferencia en
los porcentajes de casos correspondientes a cada una de las combinaciones de
los ultimos 5 bits. La diferencia esté en el caso de la raiz cuadrada reciproca. En
el caso del calculo en paralelo del resto, aparecen dos combinaciones a mayores
que en el nuevo método no aparecen. Esto hace que el método de redondeo que
se propone aqui es mas simple. Hay que detectar dos combinaciones menos de
los tdltimos 5 bits menos.

El problema que se presentd aqui es el mismo que para el método anterior.
No es posible sintetizar una funcién légica o almacenar informacién en una
tabla para predecir los casos concretos que tienen un valor incorrecto del resto
paralelo. El area obtenida no seria realizable en un diseno hardware. Por lo
tanto, la tinica posibilidad es calcular el resto de manera convencional cuando
se produce una de las combinaciones que aparecen en la tabla 5.2. De este modo,
se construye un método de latencia variable.

5.4.2. Eficiencia del método de latencia variable

Se propone, entonces, un método de latencia variable que calcula el valor
del resto en paralelo con la ejecucién del algoritmo. Si se produce una de las
combinaciones de la tabla 5.2, el resto se calcula de manera convencional. Este
método tiene un gran ventaja respecto del anterior. La manera de calcular el
valor del resto en paralelo que se utiliza ahora apenas consume hardware puesto
que la unica operacién que hay que implementar a mayores es el complemento
a uno de la magnitud 7.

Para determinar la calidad del método se realizaron simulaciones para deter-
minar el porcentaje respecto del total en que es necesario el cédlculo convencional
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del resto. Como es necesario calcular el resto de manera convencional para ca-
da una de las combinaciones problemaéticas, es suficiente con contar el niimero
de ocurrencias para cada combinacién de los ultimos 5 bits para saber cual
es el porcentaje respecto del total. Finalmente, la suma de los porcentajes de
cada una de las combinaciones que necesitan el célculo del resto convencional
proporciona el porcentaje total. Este es el que mide la eficiencia del método.

I [ GLD |
wn+1:n+ 5] Recip. Raiz Recip.
01110 - 3.13%
01111 3.12% 3.12%
10000 3.14% 3.12%
10001 3.11% 3.12%
Total 9.37% 12.49 %
Cap. 4 9.37% 18.74 %
Otros [Sch95] 25.01 % 25.01 %
Otros trabajos[Obe99] || 12.49 % 12.49%

Tabla 5.4: Porcentaje de casos con resto paralelo incorrecto respecto del total

Los resultados de estas simulaciones se encuentran en la tabla 5.4. En la ta-
bla se muestran el porcentaje total de ocasiones en que se necesita el calculo del
resto de manera convencional para cada una de las operaciones. Los porcentajes
son de un 9,37 % para el caso del reciproco y de un 12,49 % para la raiz cuadrada
reciproca. Se incluyen ademas, en la parte inferior de la tabla, los resultados del
método explicado en el capitulo anterior y en otros trabajos realizados previa-
mente. Como se puede ver, los resultados son mejores en casi todos los casos. Y
en los que no el porcentaje es igual, como por ejemplo en el caso del reciproco
respecto del método explicado en el método anterior. Aun asi el resultado sigue
siendo mejor debido a que no es necesario utilizar un multiplicador para obtener
el valor del resto. Esto supone un ahorro de hardware muy importante.

5.5. Meétodo propuesto

Esta seccién se dedica a la explicacién del método propuesto, utilizando los
resultados obtenidos de las simulaciones en los apartados anteriores. Es muy si-
milar al propuesto en la secciéon anterior. El valor del resto que se esta obteniendo
es el de (@). Por lo tanto es necesario aplicar el método de redondeo explicado
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en la seccién 4.4. La ventaja ahora es que, para obtener el resto en paralelo no
es necesario utilizar la multiplicacién. Simplemente hay que complementar la
magnitud r;, de acuerdo con lo explicado en la seccién 5.2.

El esquema del método tanto para el reciproco como para la raiz cuadrada
reciproca aparece en la figura 4.1. En paralelo con la ejecucién del algoritmo,
ademads de la obtencién del resto, se generan las constantes necesarias para rea-
lizar el redondeo, que sdlo dependen del operando. Igual que se habia explicado
en el método anterior, se almacenan en una tabla de 14 entradas de 28 bits. La
constante adecuada se escoge en cuanto se conocen los ultimos 5 bits de w. La
otra accién en paralelo con la ejecucién del algoritmo es el calculo del resto. En
este caso, la implementacién es muy sencilla, puesto que no consiste més que en
complementar a uno 7; de manera que consume muy poca area.

La decisién de si hay que utilizar el resto calculado en paralelo o calcular
el resto de manera convencional se toma a través de los ultimos 5 bits de w.
Si la combinacién de los iltimos 5 bits coincide con alguna de las de la tabla
5.4. En ese caso serad necesario calcular el resto de manera tradicional. Una vez
que se ha obtenido el valor del resto se compara con la constante adecuada para
determinar la accién de redondeo adecuada.

De este modo, es posible utilizar un sélo multiplicador para implementar la
ejecucién del algoritmo. Si se utiliza un multiplicador segmentado, suponiendo
una latencia de 4 ciclos, la latencia para el reciproco es de 5 ciclos por iteracién
v 9 para la raiz cuadrada reciproca cuando no se utiliza el resto en paralelo. Si
se calcula el resto de manera convencional las latencias seran de 9 y 13 ciclos.

5.6. Conclusion

En este capitulo se ha presentado un método que elimina por completo la
latencia debida al calculo del resto para la mayoria de los casos en el redondeo
del algoritmo de Goldschmidt. El método se basa en la obtencién de un valor
del resto en paralelo con la ejecucion del algoritmo. El valor del resto obtenido
corresponde al resultado del algoritmo @ sin ninguna transformacién. Esto ha-
ce necesario la utilizacion de un método de redondeo basado en este valor. La
obtencion del resto se basa tnicamente en el complemento a uno, de manera
que apenas consume hardware adicional. Como resultado de la implementacion
de este método de latencia variable, el calculo convencional del resto se reali-
za Unicamente en el 9% para el reciproco y la divisién. En el caso de la raiz
cuadrada y la raiz cuadrada reciproca este porcentaje es del 12 %. Estos resulta-
dos han sido obtenidos por medio de simulaciones exhaustivas. Estos resultados
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CAPITULO 5. METODO DE REDONDEO CON OBTENCION SIMPLE DEL RESTO

muestran reducciones en el porcentaje de veces que se calcula el resto de ma-
nera convencional. Ademads se produce también una reduccién importante en el
hardware necesario respecto del método presentado en la seccién anterior. Con
este método se ahorra un multiplicador, que ahora no se necesita para el calculo
del resto en paralelo con la ejecucion del algoritmo.
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Conclusiones

La importancia cada vez mas grande de la divisién, el reciproco, la raiz cua-
drada y la raiz cuadrada reciproca impone la necesidad de algoritmos para el
calculo de estas funciones que sean més eficientes. Con el paso del tiempo, las
soluciones mas eficientes se han decantado por el uso de algoritmos multiplica-
tivos debido a su répido ritmo de convergencia y la posibilidad del reuso del
multiplicador ya existente en el sistema.

A lo largo de los ltimos afios los algoritmos multiplicativos han sido objeto
de estudios. La mayoria de ellos han sido dedicados a la mejora de la parte que
calcula el resultado. Se consiguieron buenos resultados a través de la obtencién
de muy diversas formas de obtener buenas aproximaciones iniciales para reducir
el nimero de iteraciones. Por otro lado, también se han realizado avances en la
implementacién del algoritmo para una obtencién mas eficiente del resultado.
Sin embargo, este tipo de algoritmos tienen un problema que sigue lastrando
su rendimiento. No producen de manera directa ni el resultado directamente
redondeado ni el resto.

Las soluciones mas eficientes adoptan un método de redondeo consistente en
la modificacion del resultado mediante la suma de una constante y el calculo del
resto de la cantidad del resto. En funcién del valor del resto y el valor de los bits
de redondeo se decide la accién de redondeo adecuado. Este cdlculo del resto
supone la realizacién de la multiplicacién que en algunos casos puede llegar a ser
una penalizacién del 30 % del tiempo de célculo total. Todos estos aspectos bési-
cos de introduccién al tema han sido descritos en el primer capitulo dedicado a
los fundamentos de los algoritmos para el célculo de la division, la raiz cuadrada
y sus reciprocos. También se describe como se redondean tradicionalmente estos
algoritmos.

Se han propuesto, pues, en este trabajo una serie de métodos para mejorar
los métodos de redondeo existentes hasta el momento. Todos ellos son métodos
de latencia variable, es decir, métodos que consiguen evitar el calculo del resto en
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un porcentaje de casos respecto del total de casos posibles. Evidentemente, los
métodos de latencia variable seran tanto mejores cuanto menor sea el porcentaje
de casos en los que es necesario el célculo del resto. A continuacién se presentan
las principales contribuciones descritas a lo largo de este trabajo:

En el segundo capitulo se presenta un trabajo previo a la presentacién de
los distintos métodos de redondeo. Una de los requisitos necesarios para realizar
el redondeo de manera adecuada es obtener el resultado con una precision y
una exactitud adecuadas. Se presenta un método de diseno para unidades de
divisién, raiz cuadrada y sus reciprocos pare el algoritmo de Goldschmidt (el
mismo método para el algoritmo de Newton-Raphson se presenta en un apéndice
al final de este trabajo). Este método permite determinar el tamano Gptimo
de las operaciones intermedias para un tamano de aproximacién inicial y un
numero de iteraciones determinado a partir de los requerimientos de precision
y exactitud.

Este método estd basado en un analisis preciso del error que tiene en cuenta
las distintas contribuciones al error del resultado del algoritmo para una itera-
cion dada. De este andlisis se obtiene una expresion analitica del error final del
resultado de una iteracién cualquiera. A través de esta expresion es posible cal-
cular limites para el valor de dicho error. A través de estas expresiones, fijando
el tamano de la aproximacion inicial se obtiene el tamano de palabra 6ptimo
para las operaciones intermedias.

Obtener un tamano de palabra éptimo reduce entre otras cosas el tamano
del multiplicador produciendo un ahorro de drea y de tiempo en las implemen-
taciones hardware. Como resultado, este método fue aplicado al rediseno de la
unidad del AMD-K7. Se obtuvieron mejoras significativas en forma de reduc-
cién del niimero de productos parciales del multiplicador, es decir, de su tamaio.
Tanto con respecto a la propia solucién como a otros métodos previos que ya
mejoraban dicha implementacién.

El tercer capitulo presenta el primero de los métodos de latencia variable
que mejora la eficiencia de los métodos preexistentes. Este método es una modi-
ficacion de los métodos previos y es independiente del algoritmo multiplicativo
utilizado. Basta con obtener el resultado con la exactitud adecuada. Permite
una reduccién de los casos donde el célculo del resto es necesario en un 40 %.
El célculo del resto se produce en un 15% de las ocasiones cuando se usa un
bit extra en la aproximacién al resultado a redondear. Este porcentaje es de
un 9% si se usan dos bits en dicha aproximacién. Porcentajes atin menores se
consiguen si se aumentan el niimero de bits extra de la aproximacién.

Este método estd basado en utilizar informaciéon adicional para evitar el
célculo del resto en méas casos que en el método tradicional. En el redondeo
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convencional, el resultado obtenido del algoritmo se modifica para obtener otra
aproximacién con algunos bits extra, ademés de aquellos requeridos por la preci-
sion minima necesaria. Teniendo en cuenta el valor de estos bits extra se decide si
es necesario o no realizar el calculo del resto. En este nuevo método se examinan,
también, bits del resultado obtenido directamente del algoritmo. Examinando
estos bits, ademas de los usados tradicionalmente, se reduce el nimero de casos
en los que es necesario el cédlculo del resto.

El cuarto capitulo contiene la descripciéon de un nuevo método de redondeo.
Este forma parte de un grupo de dos métodos, que se presentan en este capitulo
y el siguiente, que son completamente nuevos. El resultado de la aplicacién de
este método es que se consigue evitar la latencia asociada al calculo del resto en
una gran parte de los casos. Concretamente, al 9 % de los casos para la divisién y
el reciproco, y al 15 % en el caso de la raiz cuadrada y la rafz cuadrada reciproca.
Estamos, entonces ante un método de latencia variable.

El método se compone de la obtencién del valor del resto en paralelo con la
ejecucién del algoritmo y un nuevo método de redondeo. Se propuso un método
que obtiene el resto del resultado directamente obtenido del algoritmo. El calculo
del resto implica la operacién de multiplicacién. Esto obligé al diseno de un
método basado en esta aproximacion al resultado sin modificar. Consiste en
comparar el resto con constantes facilmente calculables. La constante utilizada
depende de los 1ltimos bits del resultado obtenido. Los resultados obtenidos
muestran importantes reducciones en el niimero de veces en que hay que calcular
el resto de manera tradicional respecto de trabajos previos.

El ultimo de los capitulos presenta también un método para el algoritmo de
Goldschmidt que obtiene un valor para el resto en paralelo con su ejecucion.
Evita el cdlculo convencional del resto en la mayoria de los casos. Dicho calculo
se realiza en el 9% de las veces para la divisién y el reciproco. 12% en el
caso de la raiz cuadrada y la raiz cuadrada reciproca. Igual que en el caso
anterior, el valor del resto obtenido corresponde al resultado del algoritmo sin
ninguna modificacién. La diferencia es que el cédlculo del resto es mucho més
sencillo que en el caso anterior. De esta manera se ahorra la necesidad de un
multiplicador adicional. Esto provoca un ahorro de hardware muy significativo
en las implementaciones respecto del método anterior.
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Apéndice A

Analisis del error para el
algoritmo de
Newton-Raphson

En el capitulo 2 se presento un método de diseno de unidades funcionales
para el cdlculo de la division, el reciproco, la raiz cuadrada y la raiz cuadrada
reciproca en punto flotante. Aunque se menciond que este método podia ser apli-
cado a cualquier algoritmo multiplicativo, por simplicidad se realizé unicamente
el andlisis para el caso del algoritmo de Goldschmdit (GLD). Este apéndice com-
pleta este andlisis y presenta el andlisis del error y el cdlculo de los limites de
este para el algoritmo de Newton-Raphson (NR), que es el otro algoritmo mul-
tiplicativo mds representativo. Al igual que para el algoritmo GLD se realizardn
los analisis para el reciproco y la raiz cuadrada reciproca. Estos resultados pueden
ser trivialmente extendidos para la division y la raiz cuadrada. Este apéndice se
divide en tres partes. En primer lugar, la obtencion del andlisis del error para
el algoritmo NR. De este andlisis se extraerdn los limites del error. Por wltimo
se describird la validacion de los resultados obtenidos por medio de simulacion.

A.1. Introduccion

El anélisis explicado a continuacion es muy similar al ya explicado para el
algoritmo GLD. También son vélidas aqui todas aquellas consideraciones ge-
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nerales que se hicieron acerca de la estructura de las implementaciones de los
algoritmos multiplicativos y de la notacién. Se considerard un esquema que par-
te de una aproximacién inicial de tamano b y que realizara dos iteraciones. En
el andlisis del error se contabilizaran las contribuciones de las operaciones in-
termedias (de tamafo p) que se acumula al error de aproximacién del propio
algoritmo. El objetivo del analisis del error es, también, obtener una expresion
para el error de la aproximacion al resultado en una iteracion general i. Estas
expresiones seran utilizadas para obtener los valores méximos y minimos para
el error en cada iteracion. Estos valores seran utilizados para obtener el tamano
Optimo de las operaciones intermedias. Se presentaran dnicamente los andlisis
para el reciproco y la raiz cuadrada reciproca, puesto que los resultados para
divisién y raiz cuadrada son facilmente extraibles a partir de éste.

A.2. Analisis del error

A.2.1. Reciproco

La obtencién del anélisis del error absoluto del resultado se basa en ir incor-
porando al algoritmo (1.27) las distintas contribuciones al error. Las ecuaciones
del algoritmo NR para el reciproco son las siguientes:

ni1 =X wi1
di1 =2—n4_
Wi = Wij—1 di—l (Al)

Se denomina como iteracién 0 a la accién de obtener la aproximacion inicial
al resultado. Teniendo en cuenta que el tamano de esta aproximacién es b, su
error viene dado por:

go=27"° (A.2)
A partir de la primera ecuacién (1.27) para obtener la magnitud n, se obtiene
ng=X-Wp + 61;10 (AS)

Esta ecuacion incorpora, ademas del error de aproximacion, el error debido a
la multiplicacién necesaria para calcular 1y. Esta expresion puede ser expandida
para obtener,
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fio =X - (w+eo) +en, (A.4)

La siguiente ecuacion, utilizada para obtener la magnitud d, se puede rees-
cribir de la siguiente forma.

Cio =2 ’flo + 630 (A5)

Combinando esta ecuacién con la (A.4) se obtiene.

do=2-X-(w+eg) —et, +eby (A.6)

Finalmente, la expresiéon que proporciona el resultado es:

w1 =W - CZ() + 831 (A?)
Incluyendo los resultados de (A.6) se obtiene la expresién final del resultado
para la primera iteraciéon con todas las contribuciones al error.
b =(w+eg) [2— X (w+eg) —5’;0 +6ZO]+531 (A.8)
Teniendo en cuenta que w; = w+¢1, el error de la aproximacion al resultado
para la primera iteracion (1) es:
e1=-X g —w-(eh, —¢eh) —eo-(eh, — b)) +eb, (A.9)

Se puede seguir el mismo procedimiento para obtener una expresion del error
para una iteracién general i. Para ello partimos de la ecuacién de la magnitud
n para una iteracién i — 1.

i1 =X w1+ 63”71 (AlO)

Igual que en el caso particular anterior, esta ecuacién puede ser expandida.

i1 =X (wHei_1) + et

Mi—1

(A.11)
La siguiente ecuacién que hay que abordar es la que sirve para calcular d.
Czi_l =2—N;_1+ E(tiiil (A12)

Esta ecuacién se expande como sigue:

di_1=2-X- (w + 51’—1) - 6;1,71 + EZ (A13)
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El resultado de la operacién de la iteracién i lo proporciona la siguiente
ecuacion:

W = Wi_1 - Cii_l + Eatui (A14)

Incluyendo la expresién obtenida en (A.12) se obtiene el resultado con todas
las contribuciones al error.

Ji=w+ei-1) 2-X - (w+ei—1) — stFl + EZFI] + Efui (A.15)

Lo que finalmente nos sirve para obtener la expresion final del error de la
aproximacién al resultado para una iteracién cualquiera 7.

1
g =— el —we (el =l V—eia (e, —elh ) +el, (A.16)

ni—1
La estructura del error es muy parecida al del algoritmo (GLD). Estd com-
puesta por el error de aproximacion, que es el primer término de la ecuacion
anterior, y los errores de las operaciones de los demés términos, representados
por el resto de términos. Dado que no se considera ningiin error en los operan-
dos, para obtener el error para la divisiéon, no habria m&ds que multiplicar la
expresién anterior por el dividendo Y.

A.2.2. Raiz cuadrada reciproca

El andlisis para la raiz cuadrada reciproca es similar al anterior.
Las ecuaciones del algoritmo NR para la raiz cuadrada reciproca son:

2

Si—1 = Wi
ni—1 =X -n;_1
di—1 =3 —n;_1

wi; dis (A.17)

W; =

Se parte, igualmente, de una aproximacion inicial de tamano b. El error de
esta aproximacion es:

g0 =27"° (A.18)
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El algoritmo NR para la raiz cuadrada reciproca estd descrito en (1.27).
Incluyendo el error debido a la operacién de multiplicacién en la primera de las
ecuaciones, obtenemos:

8o =g +eb, (A.19)
La expansion de la ecuacion anterior produce el siguiente resultado

Ao 2, 2 t
So=w +eyg+2-w-eo+eg, (A.20)

El siguiente paso es el célculo de la magnitud n.

ng=X -5+ 527610 (A21)

Utilizando la expresién para §y obtenida en A.20, se obtiene:
. 1 5 2 1, .
n0:1+ﬁ'€0+;'€0+ﬁ'630+€n0 (A22)

no se utiliza para obtener dg.

- 1
do =5 (3 — o) + &g, (A.23)
La expresion final de dq es:
A 1 1 1 1
dozl—m'é‘g—;'é‘o—mazo—5'8;04—520 (A24)

La magnitud que nos da el resultado para la primera iteracion es la siguiente:

w1 =wo - dAo + Ei,l (A25)

Introduciendo el valor de djy en la ecuacién anterior se obtiene el resultado
para la primera iteracion con todas las contribuciones al resultado.

1 1 1 1
R R e

@12((»4—50)-(1—2.“}2 w 2 w2 %09

A partir de la ecuacién del resultado se obtiene el error para la primera
iteracion:
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3 1 3 1
€ — ——= €0 — —¢
20 9 92 TO 9T

t

t
en En
—w - (—20 + 520) — €0 (—20 + 530) + Eil (A.27)

1 t

Siguiendo los mismos pasos que en el caso del reciproco, es posible obtener la
expresion del error de al aproximacién al resultado para una iteraciéon genérica

3 o 1 3 t 1

1
g =—— €5 {1 — ——= -5 4 — —€.. -
! 2w L 9u2 Tl 9,Tsion 92
t t

.
JFEZli_l) - ( ni_1

t
TEi-1 &g,

teq_,)te,,  (A28)

A.3. Limites del error

El analisis del error anterior se usa, en este apartado, para obtener las expre-
siones de los valores maximo y minimo del error de la aproximacién al resultado
para dos iteraciones del algoritmo. Se utilizardn las mismas suposiciones que
las ya hechas para el algoritmo GLD. Estos valores maximo y minimo estaran
dados en funcién del tamano de la aproximacién inicial (b) y del tamano de las
operaciones intermedias (p).

A.3.1. Reciproco

Se calcularédn los limites para la primera y la segunda iteracién del algoritmo.
Se obtienen los limites para el reciproco. La obtencién de los mismos para la
division es trivial. S6lo hay que multiplicar los limites obtenidos por el valor
maximo del dividendo, que es 2.

Una iteracion: Se parte de la ecuacion del error de la aproximacion al resul-
tado para la primera iteracién.

1
e1=—= eg—w- (eh, —elh ) —eo- (eh, — ) +el, (A.29)

De acuerdo con las consideraciones, ya hechas, acerca del error de cada una
de las contribuciones al error se obtiene que:
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—27b <gy< 270
_9—r-1 < 5% < 9-p-1
SEpy S
—2—p-1 < 520 < 9op-1 (A-?’O)
—9—p—1 < gil < —p—1

De este modo, se puede calcular el limite de cada uno de los términos de la
ecuacién A.29. Los limites para el primer término seran:

_a. 1
—27 20 < -= e2<0 (A.31)

Este término nunca tiene un valor positivo. Los limites para el siguiente de
los términos son:

2P <w-(eh, —eh) <27P (A.32)

Los del tercer término son:

—270. 2P < gy (el —el ) <270 27 (A.33)

El término que queda es el error de la multiplicacién necesaria para obtener
el resultado de la primera iteracién (w;). Tiene los limites:

—27P Tt <l <o7Prt (A.34)

Mediante la agrupacion de los limites superiores e inferiores, respectivamente
se obtienen los limites globales para la primera iteracién.

—972Hl _gmp=l (34 970 <o) < 27PTL L (34270 (A.35)

Dos iteraciones: FEn este caso se parte de la expresion del error para la
segunda iteracion:

1
_ 2 t t t t t
i (6n, —€q,) —€1- (&5, —€q,) + €0, (A.36)
En las distintas contribuciones al error hay que tener en cuenta, ahora, los
limites de la aproximacién al resultado para la primera iteracién obtenidos ante-

riormente. De este modo, las distintas contribuciones al error son las siguientes:
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_2—2b+1 _ 2—p—1 A (3 + 2—b+1) < €1 < 92— -1 (3 + 2—b+1)
—27p7l <t o< pmpl
_9—p—1 < 621 < 2 1 (A37)
—9-p—1 < 53;2 < —p—1

Al igual que en el caso anterior, el siguiente paso es la obtencién de los
limites para cada uno de los términos de la expresion del error. Entonces para
el primero de los términos los limites son:

——e? > —2.[27%F1 pompml (34 o702

w

1 2
- < 0 A.38
w51 > ( )

Se pueden aplicar las mismas aproximaciones que fueron aplicadas a la ecua-
cién (2.38) en el capitulo 2. Asi, los limites para el primer término serdn:

1

——&? <0

w

1

—;sf > 743 3. 972+ o=p (A.39)

Los limites para el segundo término se pueden extraer facilmente:

2P <w- (e, —eh)<27P (A.40)

n

Haciendo las aproximaciones adecuadas se obtiene la expresién final para los
limites del tercer término:

—27P .27 <oy (e — gl ) <2727 (A.41)

ni

Los limites del dltimo término son iguales que en la iteraciéon anterior.

—2P <l <omprt (A.42)

La agrupacién de todos los limites de cada uno de los términos produce la
expresion del limite del error para la segunda iteracion del reciproco:

2—p—1 . (3 + 2—2b+2)
—274bH3 _gmpml (3 4 7. 07 2bH2) (A.43)

€2

(AVARVAN

€2
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A.3.2. Raiz cuadrada reciproca

Se presenta, a continuacién, la obtencién de los limites del error de la aproxi-
macién al resultado para la raiz cuadrada reciproca. Igual que en el caso anterior,
se proponen los limites para una y dos iteraciones.

Una iteracién: La expresion del error para la primera iteracion es la siguiente:

2 1 1 1
€1 = — &b — e et — —get
w

2w 2w? Qw2 %0 2 TY 0
€ng t Eno t t
_w-(T—gdo)—Eo.(T—gdo)+5wl (A.44)

El siguiente paso es ver los limites del error término a término. El primero
de ellos tiene el siguiente limite.

_a. 3
—3.27%b < —%sg <0 (A.45)

A continuacion, el segundo término.

—2730+1 < —2% el < o7 (A.46)
W

Estos son los términos que corresponden al error de aproximacién del algo-
ritmo. Los siguientes incluyen errores debidos a las operaciones intermedias. El
tercer término tiene los siguientes limites:

1
—27P < fﬁggo <27P (A.47)
w
Los del cuarto término son:
—b o— 1 t —b o—
-2 '2p§_ﬁ'€0'550§2 .27P (A48)
w
El quinto tiene los limites:
3 - o1 < Che o <3 2Pl A.49
9= _W'(7*5d0)_§_ (A.49)
A continuacion, el sexto término.
3 —p—1 o—b €no t 3 —p—1_9—b
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Finalmente, el dltimo término.

—27Ph <l <o7PTt (A.51)

Para obtener la expresion final de los limites del error, se agrupan los distintos
términos y se aplica, al limite inferior, la aproximacién ya descrita en la grafica
2.2. Se obtienen los siguientes limites:

9730 4 g 2Pl g 7P g7b

—3.972b _

IN

€1

.o—p—1

Y
| ©
[CRIEN

£ .g7pl.g7b (A.52)

Dos iteraciones: El punto de partida es la expresion del error para la segunda
iteracién:

2 , 1 4 1, 1

— t
= g5 S g S gath T gt ch
t t
o Enli t _ g'ﬂli t t A53
o (et e () el (A5

Para el primer término hay que tener en cuenta la expresion de los limites de
la iteracién anterior (A.52). Ademés se desprecian los términos que son miltiplos
de 2727 y se aplica la aproximacién descrita en la figura 2.3. De este modo, los
limites de error correspondiente al primer término son:

—27.271 1 81.27% . 97P1 < ;—352{ <0 (A.54)
w

En el caso del segundo término, las aproximaciones necesarios son la elimi-
nacién de los términos que son miltiplos de 2727 y la aproximacién descrita en
la grafica 2.4. Los limites que se obtienen son:

-1
—27.2760+1 1 943.9-4b. 971 < Q—Q-ei’ < 27.2760F1 1 943.9074b.9=P=1 (A 55)
w
Los limites del tercer término son més sencillos de obtener:

1
—-27P S ﬁggl S 2°P (A.56)
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Para el cuarto término, despreciando los términos que son miltiplos de 2727,
se obtienen los siguientes limites:

1
—6 - 2*2.17 . 2*17*1 S _Twzgl . 521 S 6 - 272~b . 271)71 (A57)

Los limites del error del quinto término son:

3 gt 3
—5 2 S we (o) <527 (A.58)

En el caso del sexto término se desprecian aquellos términos que son multi-
plos de 272P:

9 _ob a—p_1 En t 9 o 2b 5p-1
——=-2 2P <L (=g )< =2 -27P (A.59)
2 2 ! 2
El dltimo término tiene los limites:
—p—1 t —p—1
—27P71 <L €y <2 p (A.60)

Para obtener la expresion de los limites del error hay que hacer varias apro-
ximaciones. En primer lugar, se despreciaran, igual que en los casos anteriores,
todos los términos que son miltiplos de 2727, Ademas de esto, se aplicara la
aproximacién descrita en la gréafica 2.5 para los limites superiores y las aproxi-
maciones del grafico 2.6 para los limites inferiores.

Finalmente, la expresién obtenida para los limites del error de la aproxima-
cién al resultado en la segunda iteracién son los siguientes.

274+ g 27PTl <gy <2700 4 g -27P (A.61)

A.4. Simulaciones

Para el caso del algoritmo NR también se realizaron simulaciones para la
validacién de las expresiones analiticas del error obtenidas y los valores maximo
y minimo del error. Del mismo modo que para el algoritmo GLD, se realizaron
simulaciones exhaustivas, se simul6 el formato del estdndar IEEE754 para pre-
cisién simple (b = 7, p = 26) y se utilizé un esquema de dos iteraciones para
poder validar todas la expresiones obtenidas.
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A.4.1. Reciproco

El primer aspecto que se comprobé fue si, realmente, el algoritmo simulado
producia los resultados adecuados. Es decir, que se da una convergencia correcta
del algoritmo.

Las figuras A.la, A.1b y A.lc se representan los resultados de las simula-
ciones para cada una de las iteraciones. En la primera de ellas se puede ver la
aproximacioén inicial al resultado. Ya, a partir de la primera iteracién, se observa
la rdpida convergencia del resultado hacia el resultado exacto..

El siguiente aspecto que era necesario comprobar era si las expresiones
analiticas obtenidas para el error del resultado reproducian su comportamiento
real. Dicho error era obtenido mediante su medicién durante la simulacién de
la ejecucion del algoritmo. Los casos relevantes, son la primera y la segunda
iteracién. Se comprueba ademas si los valores maximos y mriiminimos obtenidos
para el error son adecuados.

Las figuras A.2a y A.2b se puede ver el error del resultado para la primera
iteracién. El error medido y el obtenido de las ecuaciones del modelo coinciden
de manera exacta. Se puede ver también como los valores limite obtenidos son
acordes con el error obtenido.

Las figuras A.3a y A.3b son las graficas correspondientes al error del resul-
tado para la segunda iteracién. El error medido y el error calculado de manera
tedrica coinciden. También se incluye en ambas graficas los valores de los limites
para la segunda iteracién. Se puede ver que estos limites predicen el rango de
valores que puede tomar el error del resultado para la segunda iteracién.

En las figuras A.4a, A.4b y A.4c representa el error de cada una de las tres
iteraciones en escala logaritmica.

A.4.2. Raiz cuadrada reciproca

También se realizaron las simulaciones para la raiz cuadrada reciproca. Los
parametros utilizados de estas simulaciones son los mismos que en todos los casos
anteriores. En esta seccion se presentan los resultados de dichas simulaciones.
La primera de las comprobaciones consiste en asegurarse de que el resultado
converge adecuadamente hacia el resultado exacto. La aproximacion inicial y el
resultado para las dos iteraciones se presentan en las gréaficas. Se aprecia como
el algoritmo converge rapidamente hacia el resultado deseado.

Una vez comprobado que el resultado es correcto, es necesario validar el
modelo tedrico para el error. Se compara el error medido de cada iteracién con
el error obtenido del modelo tedrico evaluando la ecuacién (A.28). Se comprueba
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Resultado lter. 0

09 &

! ! Resultado (Iter‘. 0)
1/x

0.5 -

Resultado lter. 1

095 [\
09 |
085 | N
08|
5075
07}
065 |
06 |
055 |

Resultado (Iter. 1)
1/x

0.5 -

Resultado lter. 2

0.95
09 f
0.85 |
0.8
& 075
0.7 b
0.65 |
0.6
0.55 |
0.5 :

] ! " Resultado (Iter‘. 2)
1/x

(a) Resultado del
reciproco para
la Iteracién O

(b) Resultado del
reciproco para
la Iteracién 1

(c) Resultado del
reciproco para
la Iteracién 2

Figura A.1: Error del reciproco en las distintas iteraciones para el algoritmo NR
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Error medido lter. 1

2e-05 T T T T T T
Limite superior

0
N HH\
-2e-05 ‘H
-de-

{
Hmumm‘
Il ‘m |

il

-6-05 W\HH‘HHW

&

-8e-05

-0.0001 -

.0.00012 L., Limite inferior

-0.00014 ! . ! t - :
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X

(a) Error medido en la primera iteracién para el reciproco

Error calculado lter. 1

2e-05 T T
Limite superior

i ww Hm
|

I UH‘H
i \‘
-6e-05 “““””"‘W'H

-26-05 ‘H‘H‘
-4e-05
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-8e-05
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-0.00014 — o —
1 14 12 13 14 15 16 17 18 19 2

X

(b) Error obtenido de las expresiones tedricas en la primera iteracién
para el reciproco

Figura A.2: Error del resultado del reciproco para la primera iteracién del algoritmo NR
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Error medido lter. 2
6e-08 T T T T T T T T T

4e-08
2e-08 F 4

 —— 1171

-2e-08 |
-4e-08 Limite inferior g
-6e-08 R
-8e-08 | i 1
-1e-07 : ~
-1.2e-07 4
-1.4e-07
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(a) Error medido en la segunda iteracién para el reciproco

Error calculado lter. 2
6e-08 T T T T T T T T T
4e-08 - g

Limite superior
2e-08 ¢ b

o —————— 111111

-4e-08 Limite inferior 1
-6e-08 1
-8e-08 , f 1
-1e-07 . 1
-1.2e-07 1
-1.4e-07 i i
1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2
X

&

(b) Error obtenido de las expresiones tedricas en la segunda itera-
cién para el reciproco

Figura A.3: Error del resultado del reciproco para la segunda iteracién del algoritmo NR
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Error log. lter. 0
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Figura A.4: Error logaritmico del reciproco en las distintas iteraciones para el algoritmo NR
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Resultado lter. 0
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A.4. SIMULACIONES

también la validez de los limites obtenidos para el error. Al igual que en todos los
casos anteriores el caso simulado es una longitud de las operaciones intermedias
de p = 26 y un tamano de aproximacion inicial de b = 7.

En las figuras A.6a and A.6b se presenta las graficas con los resultados de
las simulaciones para la primera iteraciéon. Como se puede ver, tanto el error
medido como el obtenido del modelo coinciden exactamente. Ademas los limites
del error son adecuados

Las mismas simulaciones proporcionaron también los resultados para la se-
gunda iteracién. Los resultados se muestran en las figuras A.7a y A.7b. El modelo
tedrico reproduce de manera adecuada el mismo comportamiento que muestra
el error medido. Debido a los efectos del error introducido por las operaciones
intermedias, se puede ver como el nimero de puntos con error positivo aumenta
considerablemente con respecto a la primera iteracion.

Del mismo modo que en las operaciones anteriores se presentan el error en
escala logaritmica para conocer que bits fraccionales estdn afectados por el error.
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Figura A.6: Error del resultado de la raiz cuadrada reciproca para la primera iteracién del

algoritmo NR
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Figura A.7: Error del resultado del reciproco para la segunda iteracién del algoritmo NR
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