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Prefacio

En esta memoria vamos a plantear algunos modelos de cuantificaciéon borrosa
basados en una interpretacién probabilistica de los conjuntos borrosos. También
plantearemos una clasificacion y anélisis profundo de cuantificadores borrosos que
amplia en gran medida la dicotomia absoluto/relativa de Zadeh. En el &mbito maés
aplicado, mostramos como se puede utilizar la cuantificacién borrosa para mejorar la
potencia expresiva de los lenguajes de consulta de recuperacién de informacién. En
este sentido, no nos hemos limitado a la realizaciéon de una nueva propuesta tedrica,
sino que hemos contrastado el rendimiento de la misma en la tarea de recuperacion de
informacién bésica (recuperacion de texto en bases documentales) con muy buenos

resultados.

El manejo de informacién cuantificada es constante en nuestro quehacer coti-
diano y constituye un pilar fundamental en la representacion del conocimiento y el
razonamiento. Ya sea de una manera explicita o implicita, emitimos continuamente
juicios en los cuales la cuantificacion esta presente (e.g. “la mayoria de los trabaja-
dores son de mediana edad”, “la participacion femenina es de alrededor del 60 %” o
“la situacion econémica es preocupante”). La cuantificacién nos permite adaptar la
informacion que manejamos a un nivel de complejidad adecuado para su consumo.

En los ejemplos anteriores podemos ver dos elementos diferenciados. Por un
lado los cuantificadores (e.g., “la mayoria” o “alrededor del 60 %”) y por otro las
propiedades a las cuales se aplican (e.g., “trabajadores”, “individuos de mediana
edad”, etc.). Otra caracteristica muy importante de estos ejemplos es la presencia
de vaguedad tanto en los cuantificadores (e.g., en “alrededor del 60 %” los limites del
cuantificador no se expresan de manera precisa sino vaga) como en las propiedades

1En este tltimo ejemplo, podemos considerar que la “situacion preocupante” de la economia
se debe a la conjuncién de diversos factores negativos. De ahi que podamos entender este ejemplo
como un caso de cuantificacién implicita “muchos factores econdmicos son negativos”.



(e.g., “ser de mediana edad”). En general, se conoce como cuantificacion borrosa
[103] el problema del modelado de la cuantificacién del lenguaje cuando la vaguedad
esta presente.

Dada la frecuente presencia de la cuantificacién en el lenguaje, la realizacién
de este modelado es de sumo interés para emular el procesamiento de informacién
humano, lo cual, como no es de extranar, tiene aplicaciones en diversos campos re-
lacionados con la inteligencia artificial. Desde el punto de vista de la representacién
del conocimiento, la cuantificacién borrosa nos permite representar la informacién
del dominio de una “manera gruesa”. Por ejemplo, la decisién de si una determinada
expresion cuantificada se adapta al conocimiento disponible nos permite resumir un
conjunto de datos que en principio puede ser muy amplio (“alrededor del 80 % de
los diputados votaron a favor”). Desde el punto de vista del razonamiento el mode-
lado de la cuantificacion nos permite aumentar la expresividad de los sistemas de
inferencia y la definicién de condiciones de decision mas elaboradas. En este caso
la cuantificacién borrosa nos permite definir condiciones menos restrictivas sobre
el cumplimiento de las premisas de las reglas de inferencia. Por ejemplo, podemos
flexibilizar el cumplimiento de las premisas diciendo que es suficiente con que se
cumplan alrededor del 80 % de éstas en vez de la cldusula conjuntiva habitual. Ve-
remos que la cuantificaciéon borrosa también es de mucha utilidad para la creaciéon
de rankings automaticos. Para este problema la cuantificacién nos permite tanto
la asignacion de importancias a los criterios que deben determinar la ordenacion,
como el establecimiento de la cantidad de criterios a ser cumplidos (e.g. “al menos
el 50%7).

Se puede considerar que es el trabajo de Zadeh [103] el que inicia la investiga-
ciéon en cuantificaciéon borrosa como un dmbito de interés propio. En este trabajo
Zadeh introduce la aproximaciéon bésica a la cuantificacién borrosa; diferenciando
entre cuantificadores de primera clase o cuantificadores que nos permiten represen-
tar cantidades absolutas (e.g. “mds de 37), y cuantificadores de sequnda clase o
cuantificadores que nos permiten representar cantidades proporcionales ( “alrededor
del 60%7). Ademaés, Zadeh plantea la representacion de cuantificadores a través de
nimeros borrosos; y propone la evaluacién de sentencias cuantificadas mediante la
comparacion de los nimeros borrosos utilizados para representar los cuantificadores
y medidas de cardinalidad borrosa de los conjuntos borrosos a los que se refiere la
cuantificacion. Asi, la decision de la validez del enunciado “la mayoria de los trabaja-

dores son de mediana edad” se reduce, segin Zadeh, a comparar el niimero borroso
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utilizado para representar “la mayoria” con una medida de cardinalidad borrosa
calculada a partir del conjunto borroso que representa la propiedad “ser de mediana
edad”.

Aunque interesante como aproximacién inicial, el planteamiento de Zadeh es li-
mitado. Veremos en esta memoria que el marco de Zadeh esta lejos de poder manejar
el fenémeno de la cuantificacion en el lenguaje natural, que es en realidad mucho
més amplio que las dos situaciones (absoluto/proporcional) consideradas por Zadeh.
Ademas, el tratamiento matemético de la cuantificacion realizado en el marco de
Zadeh también es limitado, y dificulta tanto el estudio de las relaciones entre los
tipos de cuantificadores como el andlisis de la validez de las aproximaciones a la

cuantificacion borrosa.

Por esta razon en esta memoria vamos a seguir la aproximacion a la cuantificacion
borrosa planteada por Glockner [41,45,47,50]. En sus trabajos, Glockner advierte la
racionalidad y la madurez del tratamiento de la cuantificacion clasica realizado en
la teoria lingiiistica de los cuantificadores generalizados [5,6,57] y decide replantear
la cuantificacién borrosa de manera coherente con dicha teoria. En su aproximacion,
el autor generaliza el concepto de cuantificador generalizado cldsico (predicados de
segundo orden o relaciones entre conjuntos) al caso borroso (relaciones borrosas
entre conjuntos borrosos). Ademads, también plantea mecanismos para especificar,
de una manera sencilla, la semantica de los cuantificadores presentes en el lenguaje,
asi como mecanismos para la construccién de cuantificadores borrosos a partir de
estas “especificaciones”. Veremos que el marco de trabajo planteado por este autor
es mucho mas completo que el marco de trabajo planteado por Zadeh. Permite
el tratamiento de los cuantificadores que quedan fuera del marco de Zadeh y la
realizacion de un analisis riguroso de las distintas aproximaciones a la cuantificacion

borrosa.

En esta memoria vamos a seguir este planteamiento para intentar ofrecer nueva
luz al campo de la cuantificacién borrosa. Describimos a continuacién la organizacién

de la tesis.

En el primer capitulo introducimos el problema de la cuantificaciéon borrosa, rea-
lizando una breve exposicion del marco tradicional de Zadeh y de la aproximacion a
la cuantificacién planteada en la teoria lingiiistica de los cuantificadores generaliza-
dos. Posteriormente explicamos como Glockner combina las ideas de los dos enfoques
anteriores para establecer un nuevo marco para la cuantificacién borrosa. Ademas,
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también presentamos un conjunto de propiedades que nos permiten evaluar la ade-
cuacién de las aproximaciones a la cuantificacién borrosa?. Para finalizar este primer
capitulo, realizamos una revisién de las distintas aproximaciones a la cuantificacion
borrosa planteadas en la bibliografia.

En el capitulo dos introducimos la interpretaciéon probabilistica de los conjuntos
borrosos que hemos utilizado para definir los modelos de cuantificacion propuestos
en esta memoria. En vez de plantear estos modelos de una manera abstracta, he-
mos preferido definirlos apoydandonos en la interpretacién de los conjuntos borrosos
subyacente a los mismos.

En el capitulo tres definimos los modelos de cuantificacién mencionados?, relacio-
nando estas definiciones con las interpretaciones de los conjuntos borrosos explicadas
en el capitulo dos. También realizamos un anélisis profundo del comportamiento de
estos. El analisis de propiedades demuestra que estos modelos son una aportacion
importante al campo de la cuantificacién borrosa. También mostramos algunas apli-
caciones muy interesantes de la interpretacion probabilistica de estos modelos.

En el capitulo cuatro definimos un amplio conjunto de cuantificadores de interés
indudable para las aplicaciones, el cual supera ampliamente la dicotomia absolu-
to/proporcional de Zadeh. En este capitulo también explicamos como se pueden
evaluar expresiones con cuantificaciéon anidada (e.g., “al menos del 30 % de los estu-
diantes le gustan la mayoria de las asignaturas de ciencias”). Finalizamos el capitulo
con una breve exposicion de la utilizacion de cuantificadores borrosos para el manejo
de expresiones temporales.

En el capitulo cinco contrastamos, mediante experimentacién a gran escala?, el
rendimiento de la cuantificacién borrosa en la tarea de recuperacién de informacion
basica. Destacamos ya que la aproximaciéon que hemos seguido ha demostrado ser
competitiva contra el estado del arte en recuperacién de informacion.

El capitulo seis, dedicado a las conclusiones de esta memoria, resume las apor-

taciones mas importantes de este trabajo y menciona algunos de los puntos abiertos

2La mayoria de las propiedades que se presentan han sido propuestas en [45,47).
3Uno de los modelos que vamos a presentar es una adaptacién del modelo definido en [21] por

Delgado et al. al marco de trabajo planteado por Glockner. Aconsejamos al lector consultar el

apartado de revisién bibliografica y el capitulo tres para més informacion.
4Concretamente, en la experimentacién hemos utilizado el corpus basado en el Wall Street

Journal (WSJ) de la coleccién TREC [54], que contiene alrededor de 173.000 articulos de noticias
que abarcan un periodo de unos seis afios, y 50 consultas del TREC-3.
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mas importantes sobre los que no hemos podido profundizar en el desarrollo de ésta.

Ademas, en la memoria hemos incluido dos apéndices. En el primer apéndice
desarrollamos las demostraciones de las propiedades de los modelos de cuantificacion.
En el segundo apéndice planteamos soluciones algoritmicas eficientes para algunos

de los cuantificadores mas interesantes.

Para finalizar, nos gustaria destacar que una parte importante de los resulta-
dos que se presentan en esta memoria han tenido su reflejo en cierto nimero de
publicaciones.

Nuestra propuesta inicial para la evaluacion de sentencias cuantificadas borro-
sas [25] fue presentada en el ESTYLF en el anio 2000 (X Congreso Espanol sobre
Tecnologias y Légica Fuzzy). Una versién extendida de este trabajo fue publicada
en la revista Mathware and Soft Computing [33].

En el trabajo [29], publicado en la revista Fuzzy Sets and Systems, presentamos
un marco probabilistico basado en conjuntos aleatorios para la definicién de cuanti-
ficadores borrosos. Una versién preliminar de este trabajo [26] fue presentada en el
EUSFLAT (European Society for Fuzzy Logic and Technology) del afio 2001.

La clasificacién de cuantificadores que se plantea en el capitulo cuatro es una
ampliacién del trabajo [24], publicado en la revista International Journal of Appro-
zimate Reasoning.

La aplicacion de cuantificacién borrosa en el campo de recuperacion de infor-
macion ha dado lugar a varios trabajos. La propuesta inicial [67] fue presentada en
el SAC (ACM Symposium on Applied Computing) en el anio 2004. El trabajo [34],
presentado en el IPMU (International Conference on Information, Processing and
Management of Uncertainty in Knowledge-based Systems) en el afio 2004, incluye
por primera vez uno de los modelos de cuantificacién borrosa que definimos en esta
memoria, y analiza el rendimiento de este nuevo modelo en recuperacién de informa-
cién. El trabajo [68], publicado como capitulo de libro en la serie Springer-Verlag,
amplia los resultados de [67] al considerar conjuntamente la utilizacién de cuanti-
ficacién borrosa y de técnicas de normalizacién por longitud [82]. Por su parte, el
trabajo [35], publicado en la revista IEEE Transactions on Fuzzy Systems amplia
los resultados de [34], presentando nuevos resultados tedricos y experimentales.

Por otra parte, en [4] hemos planteado un andlisis critico de algunas de las
aproximaciones a la cuantificacion borrosa més relevantes. Este trabajo ha sido
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una fuente muy importante para la revision bibliografica que planteamos en esta

memoria.

Nos parece relevante también la colaboracién en los trabajos [17,18], que versan
sobre el tratamiento de expresiones temporales borrosas. La cuantificacion borrosa es
de mucho interés para el modelado de la semantica de algunas expresiones temporales
(e.g. “la mayoria de las temperaturas en junio fueron altas”). También nos parece
relevante destacar la colaboracién en el trabajo [31] que analiza la utilizacién de

cuantificacion borrosa en diversas aplicaciones précticas.

Nos gustaria destacar también otros trabajos que guardan cierta relacion con
el desarrollo de esta memoria pero que no han sido incluidos en la misma. En el
trabajo [32], presentado en el FUZZ-IEEE (IEEE International Conference on Fuzzy
Systems), estudiamos la aplicacién de diversas interpretaciones de los conjuntos
borrosos para la extension de funciones sobre conjuntos a conjuntos borrosos (por
ejemplo medias). Este trabajo ha sido ampliado por invitacién en [28], capitulo de

libro perteneciente a una coleccion de la serie Springer-Verlag.

Por su parte, el trabajo [27], presentado en el ESTYLF en el afio 2002, trata un
nuevo enfoque para la evaluacién de expresiones cuantificadas borrosas. Aunque este
trabajo guarda mucha relacién con el de esta memoria, hemos preferido no incluir
las ideas propuestas en el mismo en el desarrollo de esta tesis, ya que dicho trabajo
constituye una propuesta preliminar de un enfoque que intentaremos abordar en el

futuro.
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Capitulo 1

Introduccion

La presencia de la cuantificacion en el lenguaje es continuo y constituye uno de
los pilares de la representacién del conocimiento y el razonamiento humano. Cuando
emitimos juicios como “todos los trabajadores son de mediana edad” o como “la
participacion femenina es de alrededor del 60 %" estamos utilizando la capacidad
del lenguaje para resumir los hechos referidos a algo manipulable por el cerebro
humano. De esta manera, la cuantificacién nos permite reducir la informaciéon de
una situacién compleja a un nivel adecuado para su consumo.

Para el modelado de la cuantificacion lingiiistica, el manejo de la vaguedad o
borrosidad del lenguaje es fundamental. En “todos los trabajadores son de mediana
edad” el predicado “ser de mediana edad” es sin duda borroso. En este caso, la
propiedad “ser de mediana edad” puede ser cumplida en diferente grado dependiendo
de la edad de los individuos. De igual manera, en “la participacion femenina es de
alrededor del 60 %7 la expresién “alrededor del 60 %7 establece un juicio borroso
acerca de la proporcién de participacién femenina. Proporciones cercanas al 60 %
cumpliran la asercion en un grado alto, mientras que proporciones mas alejadas la
cumpliran en menor grado.

En muchas ocasiones, la cuantificacién aparece en el lenguaje de una manera
explicita; esto es, los elementos del lenguaje que soportan la cuantificacién (e.g., “al-

¢,

rededor del 60 %7, “la mayoria”, “todos menos 3”7, “mds de estos que de aquellos”,
etc.) se refieren explicitamente a los individuos a los cuales se aplica la cuantifica-
cién. En otras, la cuantificacién aparece de manera implicita (e.g. “casi siempre”,

“raramente”, “en algun lugar”, etc.). En este caso la cuantificacién no se refiere
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directamente a los individuos del universo de discurso, sino a otras nociones como

‘puntos temporales’ o ‘localizaciones espaciales’ [47, seccién 1.2.].

Los siguientes ejemplos son sélo una pequena muestra de la diversidad de expre-
siones cuantificadas del lenguaje. Nétese la presencia de la vaguedad o borrosidad
del lenguaje en todos ellos [41, pag. 1]:

= Relacionados con una especificacion aproximada de la cardinalidad
de un conjunto: “muchos”, “unos pocos”, “alrededor de 107, “alrededor de
10 o mas”, etc.

= Relacionados con la especificaciéon de una proporciéon de cardinali-

dades: “mds de la mitad”, “casi todos”, “alrededor del 40 por ciento”, etc.

= Relacionados con la comparacion de cardinalidades: “muchos mds que

en”, “algunos mas que en”, etc.
= Relacionadas con una especificacién temporal vaga: “frecuentemente”,
“raramente”, “cast stempre”, “la mayoria de las veces”, etc.

= Relacionadas con una especificacion de localidad vaga: “en casi todos

los sitios”, “dificilmente en algin lugar”, etc.

Dada la presencia de la cuantificacién en el lenguaje, su modelado es de sumo
interés en multiples campos relacionados con la inteligencia artificial. Desde el punto
de vista de la representacién del conocimiento, la cuantificacién nos permite repre-
sentar la informacién del dominio de una “manera gruesa”. Por ejemplo, podemos
estar interesados en decidir si una determinada expresién cuantificada se adapta al
conocimiento disponible (e.g., “la mayoria de los individuos que figuran recogidos en
una base de datos son altos”), o en decidir cuél es la mejor expresion para resumir
un conjunto de datos (e.g., cdlculo automaético de las mejores expresiones cuantifica-
das para resumir un conjunto de datos). Desde el punto de vista del razonamiento,
el modelado de la cuantificacion lingiiistica nos permite aumentar la expresividad
de los sistemas de inferencia mediante la definicién de condiciones de decision mas
elaboradas. En este caso, la cuantificacion es 1til tanto para la definiciéon de con-
diciones sobre el dominio (e.g., comprobar si un hecho se cumple en la mayoria de
los instantes de tiempo de un intervalo) como para la agregacién de condiciones
(e.g. si se cumplen més del 80 % de las premisas de una regla entonces disparamos



la misma). Més adelante veremos que las aplicaciones practicas del modelado de
expresiones cuantificadas son muy amplias.

Como hemos mencionado anteriormente, para el modelado adecuado de la cuan-
tificacién lingiiistica es necesario tener en cuenta la vaguedad del lenguaje. Denomi-
naremos normalmente cuantificacion borrosa al problema del modelado de la cuan-
tificacién lingiiistica en presencia de vaguedad, terminologia habitual en el dmbito
de los conjuntos borrosos.

Fue Zadeh el primero en abordar este problema, cuyo planteamiento resumimos
a continuacién. En su aproximaciéon Zadeh [103] propone modelar el fenémeno de la
cuantificacion mediante dos tipos principales de cuantificadores borrosos: los cuan-
tificadores de primera clase (e.g, “aproximadamente cinco”) que se utilizan para
modelar expresiones en las que aparecen cantidades borrosas absolutas, y los cuan-
tificadores de sequnda clase (e.g, “aproximadamente el 80 % o mds”) que se utilizan
para modelar expresiones en las que aparecen cantidades borrosas proporcionales.
Zadeh se refiere habitualmente a los cuantificadores del lenguaje como cuantificado-
res lingtiisticos.

Ademads, Zadeh identifica los cuantificadores de primera clase con nidmeros bo-
rrosos absolutos y los cuantificadores de segunda clase con numeros borrosos propor-
cionales. Asi, segin Zadeh, “aproximadamente cinco” es un cuantificador lingiiistico
borroso que se puede representar mediante un ntimero borroso absoluto. Una posible

definicién de dicho ntimero borroso es:
aproximadamente_ 5 (1) = Ty 65 () , 2 € RT

donde Ty pea () : Z —[0,1] es un ntiimero borroso trapezoidal definido como:

;

0 z<a
= a<z<b
Taped(x) = 1 b<x<c
1—42= c<z<d

0 d<zx

\

Por su parte, “alrededor del 80 % o mds” es un cuantificador lingiiistico borroso que
se representa mediante un nimero borroso proporcional. Una posible definicion de

dicho niimero borroso es:

alrededor_del 80 %_o_mas (z) = Sys50s (x),z € [0,1]
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Figura 1.1: Numeros borrosos aproximadamente.5 (x) y alrededor_del 80 %_-o-mdés (x).

donde S, (z) : [0,1] — [0, 1] es un nimero borroso definido como':

(0 T <
2((m—a>)2 a<x <oty
S _ (v—a) - 2
iy (¥) = @1 )° oty
1-2(8) P<r<y
! <z

En la figura 1.1 se representan dichos niimeros borrosos. Intuitivamente, el ntime-
ro borroso especificado por T 465 () es una representaciéon adecuada de “aproxi-
madamente cinco” mientras que el nimero borroso Sps0s () lo es para “alrededor
del 80 % o mds”.

Siguiendo la notacién de [41,45,47,50] denotaremos por I el universo de grados
de verdad [0, 1]; esto es, I =0, 1].

Para Zadeh un modelo de cuantificacién es un procedimiento para combinar
estos ntimeros borrosos con los conjuntos borrosos definidos por las expresiones del
lenguaje (e.g. “ser de mediana edad”) que resuma la informacién asociada a los
mismos en un grado de verdad (un valor en I, como hemos visto). El procedimiento
habitual de las aproximaciones que siguen el planteamiento de Zadeh consiste en
buscar una medida de cardinalidad borrosa adecuada [22, 36, 69, 78, 90-92] para
representar la cardinalidad de los conjuntos borrosos implicados, y combinar luego
estas medidas de cardinalidad con los niimeros borrosos que se utilizan para denotar
la semantica de los cuantificadores de alguna manera adecuada que nos permita
obtener un grado de verdad.

INétese que el dominio de S, - (z) : [0, 1] — [0, 1] representa los posibles valores de la proporcién
mientras que la imagen representa el universo de grados de verdad.



Aunque la aproximacién de Zadeh es interesante como enfoque inicial, resulta
limitada cuando se examina con ojos criticos. En primer lugar, la capacidad expre-
siva esta muy lejos de poder manejar el fenémeno de la cuantificacion en el lenguaje
natural. En la sentencia “hay mds trabajadores de mediana edad que trabajadores
jovenes” no interviene cuantificaciéon absoluta ni proporcional sino comparativa; y
existen muchos otros ejemplos que tampoco encajan dentro de la dicotomia ab-
soluto/proporcional de Zadeh. En segundo lugar, la definicién de medidas de car-
dinalidad borrosa es un problema abierto en el que ninguna propuesta se impone
claramente a las demaés. De esta manera no es facil decidir como se debe resolver la
tarea de combinar los cuantificadores lingiiisticos con las medidas de cardinalidad
borrosa ni cuales deben ser utilizadas (véase la seccién 1.5 para més detalles). Y en
tercer lugar y no menos importante, el tratamiento de Zadeh maneja las situaciones
absoluto y proporcional de maneras diferenciadas en vez de como situaciones parti-
culares de un esquema mas general. Este hecho, que sera adecuadamente explicado
en el desarrollo de la memoria, dificulta el analisis algebraico de las relaciones en-
tre los distintos tipos de cuantificadores y crea muchas complicaciones a la hora de

decidir acerca de la validez de los modelos.

Pese a la cantidad de propuestas que se han planteado siguiendo el marco de
Zadeh [12,13,19-22,25,36,37,66,78,80,93-101, 103] y al avance que han supuesto
algunas de ellas, podemos decir que hasta los trabajos de Glockner [41,45,47,50] el
campo de la cuantificacién borrosa no recibe un impulso formal realmente notable.
Tras advertir la racionalidad y madurez del tratamiento de la cuantificacion clasica
realizado en la teoria de los cuantificadores generalizados (TGQ)* [5,6,56-58], el
autor decide plantear el problema de la cuantificacion borrosa como una extension
de dicha teoria. Explicaremos antes de proseguir algunos de los conceptos funda-
mentales de la TGQ.

La TGQ es una teoria desarrollada principalmente a lo largo de las dos tltimas
décadas que combina las perspectivas logica y lingiiistica para analizar el fenémeno
de la cuantificacion en el lenguaje natural. La TGQ plantea el analisis de la cuan-
tificacion del lenguaje a partir de cuantificadores generalizados. Un cuantificador
generalizado no es mas que un predicado de segundo orden, o lo que es lo mismo,
una relacién entre conjuntos clasicos. Denotemos por E el conjunto base o conjunto
referencial que establece los individuos sobre los que se aplica la cuantificacion y por
P (F) el conjunto de partes de E. Entonces la seméntica del cuantificador “todos”

2En inglés, theory of generalized quantifiers.



6 Capitulo 1. Introduccién

se puede modelar mediante un predicado de segundo orden P? que relaciona todo
par de conjuntos Y7, Ys € P (F) tales que Y7 C Y; (esto es, “todos los Yis son Yas”
si y sélo si P?(Y1,Y5))3. De igual manera, la semantica de “mds de la mitad de los
Y1s son Yss” se modela mediante un predicado que relaciona todo par de conjuntos
Y1,Ys € P(E) tales que |Y1 NYsy| > %|Y1|. Y para modelar “hay mds Yis que Yas”
utilizamos un predicado tal que (Y1, Ys) € P? si y sélo si |Yi| > [Yal.

Una de las razones por las que surge la TGQ es debido a las limitaciones que pre-
senta la aproximacion a la cuantificacion planteada en la légica clasica. Es un hecho
conocido que la 16gica de primer orden, basada en los cuantificadores existencial (3)
y universal (V) no es capaz de representar adecuadamente el fenémeno de la cuan-
tificacion en el lenguaje natural [5] (por ejemplo, la seméntica de la expresién “mds
de la mitad de los Y1s son Yas” no se puede representar en logica de primer orden).
Por esta razon, la TG(Q plantea el andlisis de la cuantificacion del lenguaje sobre la
base de los cuantificadores generalizados, y sobre esta base analiza la seméantica de
una variedad muy diversa de elementos del lenguaje en los que interviene la cuan-
tificacién. El andlisis semantico del lenguaje permite a los lingiiistas el estudio de
diversos fenémenos relacionados con la cuantificacién en el lenguaje.

Aunque en la TGQ se ha realizado un analisis muy profundo de la cuantificacion
del lenguaje, la TGQ no ha sido desarrollada con vistas al manejo de la vague-
dad. Para superar las limitaciones del marco de Zadeh, a la vez que se mantiene la
potencia expresiva de la TGQ, Glockner decide introducir un nuevo marco. Primera-
mente introduce el concepto de cuantificadores semi-borrosos, (ue son similares a los
cuantificadores generalizados clasicos pero con imagen en el universo de grados de
verdad I. Para aclarar esta idea, digamos que un cuantificador semi-borroso binario
permite que dos conjuntos nitidos Y1, Ys € P (FE) se relacionen de manera parcial
(por ejemplo con grado 0,5). A partir del concepto de cuantificador semi-borroso,
Glockner reescribe el problema de la cuantificacién borrosa como la busqueda de
mecanismos que nos permitan convertir los cuantificadores semi-borrosos (que no
son capaces de manejar argumentos borrosos) en cuantificadores borrosos, que si
lo son. Si denotamos por P (E) el conjunto de partes borrosas de F entonces un
cuantificador borroso permite asignar un grado de relacién parcial (e.g., 0,3) a dos
conjuntos borrosos X, Xy € P (E).

3 “todos los Yis son Yas” es una forma general para denotar expresiones en las que aparece el
cuantificador “todos” (e.g., “todos los trabajadores son de mediana edad”). Esta notacién se utiliza
en [45,47].



Glockner denomina a los mecanismos para transformar cuantificadores semi-
borrosos en cuantificadores borrosos mecanismos de borrosificacion de cuantifica-
dores (QFMs)*. El marco de trabajo basado en QFMs, que serd desarrollado en
profundidad a lo largo de este capitulo, tiene dos ventajas fundamentales sobre el
planteamiento de Zadeh. Por una parte generaliza la TGQ), y este no es un hecho
trivial dada la enorme cantidad de trabajo realizado en el estudio de la cuantificacion
lingiiistica desde el punto de vista clasico. Por otra, el planteamiento de Glockner es
general y susceptible de una manipulacion algebraica que permite establecer criterios
claros para evaluar la calidad de los modelos de cuantificacion.

Antes de proseguir, nos parece muy importante destacar la relevancia que tiene
el analisis tedrico de los modelos de cuantificacién borrosa para las aplicaciones.
Actualmente existen numerosas propuestas de utilizacion de cuantificacién borrosa
en aplicaciones précticas. Tal como se expone en [47, seccién 1.8], muchas de ellas
solo dependen de la existencia de modelos de cuantificacién borrosa adecuados. La
siguiente es solo una lista de las mas relevantes:

» Recuperacion de informacién. La utilizacion de cuantificaciéon borrosa pa-
ra el diseno de sistemas de recuperacién de informacién ha sido propuesta en
numerosos contextos, que van desde la ampliacion de la expresividad de los len-
guajes de consulta [9,10,34,35,67] a su aplicacién en sistemas de recuperacion
de imagenes metereoldgicas [45,47-49]. El trabajo desarrollado en [34,35, 67]
es parte de la memoria de esta tesis. En estos trabajos se demuestra experi-
mentalmente la utilidad de los modelos de cuantificacion planteados en esta

memoria para aumentar la potencia de los lenguajes de consulta.

= Bases de datos. El aumento de la potencia de los lenguajes de consulta tam-
bién es de interés especial en el ambito de las bases de datos. En particular, la
ampliacion del lenguaje SQL con cuantificadores borrosos ha sido planteada
en [13,14].
Los lenguajes de consulta no se benefician tnicamente de la definicién de
modelos de cuantificacién de comportamiento plausible, sino también de la
posibilidad de manejar un mayor abanico de expresiones cuantificadas, acer-
cando asi el lenguaje de consulta al razonamiento lingiiistico. En particular,
la clasificacién de cuantificadores que presentamos en esta memoria (capitulo
4) es de mucha relevancia para este campo.

1En inglés, quantifier fuzzification mechanisms.
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= Control borroso. En [99] se muestra como se puede utilizar cuantificacién
borrosa para establecer restricciones sobre el cumplimiento conjunto de una
seleccion de reglas de un sistema de control borroso.

= Control borroso temporal. El desarrollo de la cuantificacion borrosa es
de interés fundamental para la evaluaciéon de expresiones borrosas temporales
[15-18]. En [73,74] se describe como se utilizan este tipo de expresiones para
la implementacién de comportamientos en robotica movil.

= Mineria de datos. La utilizacion de cuantificacion borrosa también ha sido
propuesta para la extraccion automatica de informacién. Su aplicacion para la
extraccion de reglas de asociacion se describe en [23,80]

= Fusion de datos y toma de decisiones. Los cuantificadores borrosos tam-
bién se pueden utilizar para expresar necesidades de agregacion de mane-
ra lingiiistica. Con respecto a este punto se pueden consultar las referen-
cias [51,93].

Y por supuesto, el modelado de la cuantificacién borrosa es un pilar basico
en el desarrollo de la computacidn con palabras [104]. El desarrollo de modelos de
cuantificacion borrosa adecuados no es solamente un problema tedrico interesante,
sino que es de aplicacion practica inmediata. Todas las aplicaciones anteriores se ven
beneficiadas tanto de la definicion de modelos de mejor comportamiento como del
aumento de la expresividad de los lenguajes que se consigue al superar la dicotomia
absoluto/proporcional.

Detallamos ya la organizacion de este primer capitulo en el cual explicaremos los
conceptos més importantes que se necesitan en el desarrollo posterior de la memo-
ria. Primeramente vamos a explicar en profundidad el problema de la cuantificacion
borrosa. Detallamos el marco de trabajo planteado por Zadeh y analizamos sus
limitaciones mas importantes; exponemos la aproximacion a la cuantificacion reali-
zada desde el punto de vista lingiiistico en la TGQ); e introducimos la aproximacion
planteada por Glockner basada en cuantificadores semi-borrosos. Seguidamente des-
cribiremos un conjunto de propiedades que nos permitiran analizar rigurosamente la
adecuacién de los modelos de cuantificacion borrosa. Finalizaremos el capitulo con
una revision bibliografica profunda de las aproximaciones a la cuantificaciéon borrosa
mas importantes del campo.
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Antes de continuar introduciremos la notacion béasica que utilizaremos en esta
memoria para representar los conjuntos borrosos. Por ux (e) ,e € E vamos a denotar
la funcién de pertenencia de un conjunto borroso X definido sobre el referencial F;
esto es, el conjunto borroso X pertenece al conjunto de partes borrosas P (E) del
referencial . Por xy (e) representaremos la funcién de pertenencia de un conjun-
to nitido Y'; esto es, el conjunto nitido Y pertenece al conjunto de partes nitidas
P (E) del referencial E. Ademds, en muchas ocasiones consideraremos el conjun-
to referencial F finito. En este caso supondremos F de cardinalidad m; esto es,

E={e,....en}".

Ademas, para un conjunto borroso X € P (E) denotaremos por X, el alfa-
corte de nivel a € [0,1] de X; esto es, X>, = {e € E: ux(e) > a}. Y por X.,
denotaremos el alfa-corte estricto; esto es, Xo, = {e € F: ux (e) > a}.

1.1. El marco tradicional de Zadeh

Aunque Zadeh ya habia prestado cierta atenciéon al campo de la cuantificacién
borrosa [106,107], se puede considerar que es su trabajo [103] el que inicia la inves-
tigacién en cuantificacion borrosa como un ambito de interés propio. En el mismo,
Zadeh introduce la aproximacion béasica a la cuantificaciéon borrosa, diferenciando
entre cuantificadores lingiiisticos de primera y segunda clase (absolutos y proporcio-
nales); planteando su representaciéon a través de nimeros borrosos; y proponiendo
la evaluacion de sentencias cuantificadas mediante la comparacion de los niimeros
borrosos utilizados para representar los cuantificadores y medidas de cardinalidad
de los conjuntos borrosos a los que se refiere la cuantificacién.

Para Zadeh, los cuantificadores de primera clase se asocian a expresiones que
presentan cuantificacion absoluta mientras que los cuantificadores de segunda cla-
se se asocian a expresiones que presentan cuantificacion relativa o proporcional.
En [108, pdg. 570] Zadeh senala que “varios, pocos, muchos, no demasiados, aproxi-
madamente cinco, cerca de diez, una cantidad mucho mayor que diez, un nimero
grande de” son ejemplos de cuantificadores de primera clase. Por ejemplo, la senten-
cia “aprorimadamente cinco estudiantes son gallegos” se asocia a un cuantificador
de primera clase ya que la cantidad a la que se hace referencia es absoluta. Como
ejemplos de cuantificadores de segunda clase en [108, pdg. 570] Zadeh propone “la

®La notacién utilizada en esta memoria es basicamente la misma que se utiliza en [41,45,47,50].
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mayoria, muchos, una fraccion grande, frecuentemente, de vez en cuando, muchos
de, etc.”. La sentencia “al menos el ochenta por ciento de los estudiantes son ga-
llegos” se asocia a un cuantificador de segunda clase al ser la cantidad a la que se
hace referencia proporcional.

Notese que algunos de los ejemplos presentados por Zadeh son considerados in-
distintamente cuantificadores de primera y segunda clase (por ejemplo, “muchos”).
Con respecto a este hecho Zadeh menciona que la clase a la que pertenece un cuan-
tificador depende del contexto. Ademas, Zadeh no realiza una distincion clara entre
la cuantificacién explicita referida al universo de discurso (e.g., “aproximadamente
cinco”) y la cuantificacién implicita asociada a otro universo base (e.g., “frecuen-
temente”). En [47, seccién 1.9] se remarca que Zadeh sélo considera cuantificacion
implicita aquellos ejemplos en los que no es posible asignarle el rol de cuantificador
a ningun elemento de la sentencia cuantificada en cuestién, como por ejemplo “el
paisaje es bello” o “Juan no llega tarde” reinterpretando esta tltima como “en raras

ocasiones Juan llega tarde”®.

El segundo punto importante en el esquema de Zadeh es la identificacion de los
cuantificadores con niimeros borrosos. En [108, pag. 571] Zadeh menciona:

“Debemos ver un cuantificador borroso como un nidmero borroso que
nos proporciona una caracterizacion borrosa absoluta o relativa de la
cardinalidad de uno o mds conjuntos borrosos”

De esta manera Zadeh interpreta que podemos especificar la semantica asociada a
un cuantificador borroso de primera clase mediante un niimero borroso absoluto; y la
semantica asociada a un cuantificador borroso de segunda clase mediante un niimero
borroso proporcional. Asi, el cuantificador de la sentencia “aproximadamente cinco
estudiantes son gallegos” se puede modelar mediante el ntimero borroso absoluto
representado en la figura 1.1a, y el cuantificador de la sentencia “al menos el ochenta
por ciento de los estudiantes son gallegos” se puede modelar mediante el ntimero
borroso proporcional representado en la figura 1.1b.

6 Aunque estas consideraciones seran de importancia menor para esta memoria, la distincién
explicito/implicita tiene su relevancia. Aunque la cuantificacién explicita es la que realmente ha
suscitado la atencion de la TGQ, la cuantificacién implicita es de interés para el planteamiento de
la cuantificacién en dominios concretos y el estudio de la expresividad necesaria para el modelado
de estos dominios (e.g., modelado de “frecuentemente” en un dominio en el que la cuantificacién
se aplica al tiempo).



1.1. El marco tradicional de Zadeh 11

Una vez identificados los cuantificadores con ntimeros borrosos, es necesario esta-
blecer algin procedimiento que nos permita combinar estos niimeros borrosos con los
conjuntos borrosos con los que representamos las propiedades (e.g., “ser estudiante”
o “ser rubio”). Zadeh considera que esto es posible mediante la utilizacién de algu-
na medida de cardinalidad borrosa de los conjuntos implicados [22,36,69,78,90-92],
combinando estas medidas con los niimeros borrosos que se utilizan para definir el
cuantificador. En su primera propuesta Zadeh plantea la utilizacién de la cardina-
lidad borrosa escalar > C'ount [69] de los conjuntos borrosos para esta tarea. Para
entender mejor el esquema planteado por Zadeh presentamos a continuacion esta
propuesta para cuantificadores de primera clase.”

Sea X € P (E) un conjunto borroso y pg : RT—I un niimero borroso absoluto.
Entonces, para evaluar una sentencia que presente cuantificacion absoluta Zadeh
propone:

@(X) = HQ (ZA&X (6))

eck

Por ejemplo, si la expresion que queremos evaluar es “alrededor de 3 estudiantes
son rubios”, siendo el conjunto borroso de “estudiantes rubios”:

X = {073/617 077/627 1/637 075/647 0/65}
y el nimero borroso “alrededor de 3” (definido mediante una funcién trapezoidal)

Malrededor_3 (33) = T1,3,3,5 ({E)

entonces®

alrededor_3 (X) = HWalrededor_3 <Z 193¢ (6))

eck

=Ti335(2,5)
=0,5

Ademéds, en [103] Zadeh también plantea un mecanismo similar para la evalua-
cion de expresiones en las que intervengan cuantificadores de segunda clase. Zadeh

“En la seccién 1.5.1 se define y analiza en profundidad esta propuesta.

8En la definicién de alrededor_3 estamos utilizando ya la notacién que serd habitual en esta
memoria; esto es, el cuantificador borroso alrededor_3 : P (E) — [0, 1] es una funcién de las partes
borrosas del referencial P (E) en el universo de grados de verdad [0, 1].
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no se limita a plantear la evaluacion de sentencias cuantificadas mediante medidas
de cardinalidad borrosa escalares, sino que también plantea la utilizaciéon de medidas
de cardinalidad borrosa. La evaluacién de sentencias cuantificadas mediante el uso
de medidas de cardinalidad borrosa ha sido una constante en la bibliografia poste-
rior. Para mas informacion, aconsejamos al lector consultar el apartado de revision
bibliografica 1.5.

En general Zadeh no realiza una distincién clara entre los argumentos borrosos
que se combinan con los cuantificadores borrosos. Esto es, para Zadeh las sentencias
“alrededor de 6 son altos” y “alrededor de 6 estudiantes altos son rubios”, defini-
das sobre un referencial de estudiantes, estan ambas asociadas a cuantificadores de
primera clase, independientemente de que en la primera sentencia intervenga tinica-
mente un conjunto borroso y en la segunda dos conjuntos borrosos. Normalmente
en la bibliografia se asume (a veces no explicitamente) que la segunda situacién es
reducible a la primera tomando la interseccion de los conjuntos borrosos que de-
notan las propiedades “ser alto” y “ser rubio”. No obstante, Yager ha presentado
en [100, pags 390-391] una diferenciacién explicita de los tipos de expresiones que
se pueden manejar en la aproximacion de Zadeh dependiendo de que la cuantifica-
cion manejada sea unaria o binaria. Por su interés para el desarrollo posterior de la
memoria y porque determina claramente la potencia expresiva del marco de Zadeh

presentamos a continuacién dicha clasificacion.

En [100, pags 390-391] Yager diferencia entre dos tipos basicos de sentencias
cuantificadas dependiendo del ntimero de argumentos: sentencias cuantificadas de

tipo I y sentencias cuantificadas de tipo II.

Segin Yager, las sentencias cuantificadas de tipo I encajan en la expresiéon
@ Esson A

donde F denota el conjunto referencial, A € P (E) es un conjunto borroso y ¢ un
cuantificador lingiiistico que puede ser absoluto o proporcional. De esta manera, el
cardcter absoluto/proporcional de @) establece subtipos distintos dentro de las sen-
tencias cuantificadas de tipo I. Como ejemplo “alrededor de 6 estudiantes son altos”
es una sentencia de tipo I absoluta mientras que “mds del 60 % de los estudiantes

son altos” es una sentencia de tipo I proporcional.

Las sentencias cuantificadas de tipo II encajan en la expresion:

Q (BE)sson A (1.1)
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donde B € P(E)y A € P (E) se refieren a conjuntos borrosos y @ es un cuantifica-
dor lingiiistico que puede ser absoluto o proporcional. Notese que en la expresion 1.1
(BE) s se esta utilizando no para denotar un conjunto borroso, sino para indicar que
el conjunto borroso B estd definido sobre el conjunto base E. Por ejemplo, en “mu-
chos de los estudiantes jovenes son altos” E se refiere al conjunto base “estudiantes”
y B al conjunto borroso “jovenes” definido sobre el referencial de estudiantes. Ejem-
plos de expresiones de tipo II son “alrededor de 6 estudiantes jovenes son altos” y
“mds del 60% de los estudiantes jévenes son altos”; la primera de tipo II absoluta

y la segunda de tipo II proporcional.

Asi, la divisién de Yager considera separadamente el caso unario absoluto, el caso
unario proporcional, el caso binario absoluto, y el caso binario proporcional; es decir,
el marco de Zadeh permite tratar cuatro tipos distintos de sentencias cuantificadas.

Para ser coherentes con la notacién utilizada en [47, seccién A.2] denotaremos

estos casos como:

= Cuantificacién absoluta no restringida (unaria absoluta o tipo I absoluta segin
Yager):
Z(l)

abs

(o) : P (E) — 1

. 1
donde pig : RT — I denota un nimero borroso absoluto. De esta manera Z(Sybl
es una funcién que lleva nimeros borrosos absolutos en funciones con dominio

en las partes borrosas de F e imagen en el universo de valores de verdad.

» Cuantificacién proporcional no restringida (unaria proporcional o tipo I pro-
porcional segin Yager):

Z(vln)

prp

(hq) : P(E) —1
donde pg : [0,1] — I denota un nimero borroso proporcional.

= Cuantificacién absoluta restringida (binaria absoluta o tipo IT absoluta segin
Yager):
2(2)

abs

(o) : P(E)* — 1

donde pig : Rt — I denota un nimero borroso absoluto.

» Cuantificacién proporcional restringida (binaria proporcional o tipo IT propor-
cional segtin Yager):
202 (1) : P () — 1

prp

donde pg : [0,1] — I denota un nimero borroso proporcional.
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Aunque volveremos sobre este tema, la cuantificacion binaria es restringida por-
que el primer argumento (conjunto borroso) de los cuantificadores se utiliza para
limitar el conjunto de elementos a los cuales se aplica el cuantificador.

Como ya hemos mencionado, en la bibliografia posterior no es habitual la diferen-
ciacion de las situaciones anteriores, asumiéndose que las sentencias cuantificadas
que presentan cuantificacion binaria absoluta pueden ser evaluadas utilizando la
definicién asociada al caso unario absoluto (por ejemplo, véase [80, pag. 66]):

25 (10) (X1, X2) = 2] () (X171X)

donde N es un operador de intersecciéon borrosa modelado a través de una tnorma.

Parafraseando, es equivalente decir que “alrededor de tres estudiantes jovenes son
)

gallegos” que “alrededor de tres estudiantes son jovenes y gallegos”.

De igual manera también se suele suponer que

20 (11g) (X) = 22 (ug) (E. X)

prp prp

Es decir, “mds del 30 % son jévenes” es equivalente a “mds del 30 % de los estudian-
tes son jovenes” si el conjunto base con el que trabajamos sélo contiene estudiantes
(véase [47, seccién A.2]).

Con esto finalizamos la exposicién de las ideas mas importantes del marco de
trabajo de Zadeh. Es indudable que la aproximacién es interesante, y prueba de
ello es la cantidad de propuestas que encontramos en la bibliografia que siguen este
enfoque [12,13,19-22,25,36,37,66,78,80,93-100,103]. No obstante, la aproximacién
de Zadeh es limitada. Las siguientes son sélo una muestra de las principales criticas
que se derivan de la exposicién realizada en [47, seccion 1.9]:

= La critica mas importante es que la aproximacién de Zadeh esta muy lejos de
poder representar el fendmeno de la cuantificacién en lenguaje natural (e.g.,
“hay mds trabajadores de mediana edad que trabajadores jovenes”). Aunque
Zadeh [103, pag. 570] menciona la posibilidad de cuantificadores borrosos de
tercera clase, hay que esperar hasta el trabajo [41] para encontrar una re-
ferencia clara a cuantificadores distintos de los casos absoluto/proporcional.
Aparentemente la dicotomia absoluto/proporcional inicial ha escondido el he-
cho de que la cuantificacién no estd limitada, ni mucho menos, a estas dos

situaciones.
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» La identificacién de los cuantificadores con ntumeros borrosos oculta que en
realidad un cuantificador borroso es un predicado borroso de segundo orden.
De esta manera Zadeh reduce una especificacion de segundo orden a una espe-
cificacion de primer orden; esto es, reduce la representacién de cuantificadores
como predicados de segundo orden (relaciones entre conjuntos) a una represen-
tacién como predicados de primer orden (propiedades sobre R* o sobre [0, 1]
representadas por niimeros borrosos absolutos g : RT — I o proporcionales
po ¢ 0,1] — I). Aunque en este momento la especificacién a partir de nime-
ros borrosos pueda parecer adecuada, la representacion de los cuantificadores
como predicados de segundo orden permite expresar de un modo conveniente
las relaciones entre los distintos tipos de cuantificadores presentes en lenguaje
natural, permitiendo una manipulacion algebraica que dificilmente es aplicable

sobre el marco de Zadeh.

= El concepto de cardinalidad borrosa es fundamental en el marco de trabajo de
Zadeh, pero el problema de definir de manera adecuada la cardinalidad de un
conjunto borroso no es un problema cerrado. Existen medidas de cardinalidad
borrosa cuyo comportamiento tedrico se considera muy adecuado [36,78,90-92]
pero que no permiten (o no se sabe cémo) utilizar para definir modelos de
cuantificacion borrosa aceptables. Sobre este punto aconsejamos al lector la
consulta del apartado de revisién bibliografica (seccién 1.5).

» La utilizacién de ntimeros borrosos proporcionales g : [0,1] — I para espe-

cificar la cuantificacién proporcional no restringida “mds del 80 % de los Yis
|Y10Y2|
Y1

para Y; = &. Aunque podria parecer que este es un problema menor del marco

son Yss” olvida el hecho de que la cardinalidad relativa estd indefinida
de Zadeh, esta situaciéon ha pasado inadvertida en la definicién de muchas de
las aproximaciones posteriores (véase la seccién 1.5). Sorprendentemente, mu-
chos de los modelos para modelar cuantificacién proporcional no restringida
simplemente no estdn definidos para esta situacién.

Por estas y otras razones resulta necesaria la definiciéon de un nuevo marco para
el estudio de la cuantificaciéon borrosa. En la siguiente seccion se exponen algunos
de los conceptos basicos de la TGQ), la teoria sobre la cual Glockner ha construido
su marco de trabajo para la cuantificacién borrosa que evita las dificultades que

acabamos de mencionar.
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1.2. La cuantificacion en el lenguaje natural

En este apartado se introduce el andlisis de la cuantificacién desde el punto
de vista de la TGQ [5, 40, 56-58,86]. Esta teoria, desarrollada principalmente a lo
largo de las dos ultimas décadas, combina las perspectivas légica y lingiiistica para
analizar el fenémeno de la cuantificacion en el lenguaje natural.

El anélisis de los cuantificadores planteado en la TGQ surge debido a las limita-
ciones que presenta la aproximacién a la cuantificacién planteada en la logica clasica.
Tal como se menciona en [5, pag. 159]:

Primero, hay sentencias que simplemente no se pueden simbolizar en una
logica que esté restringida a los cuantificadores de primer orden ¥V y 3.
Sequndo, la estructura sintdctica de las sentencias cuantificadas en cdlcu-
lo de predicados es completamente diferente de la estructura sintdctica
de las sentencias cuantificadas en lenguaje natural.

El segundo de los problemas mencionados es muy importante desde el punto de
vista lingiiistico. Las diferencias entre la estructura sintactica del lenguaje l6gico y
de los lenguajes humanos dificulta, sin duda, la representacion logica del lenguaje.
Pero el primer problema es fundamental. Si la légica de primer orden fuese capaz
de representar la cuantificacién en el lenguaje natural entonces el lenguaje légico
podria ser una aproximacion compleja, pero suficiente para representar el fenémeno
de la cuantificaciéon. Pero el hecho es que la légica de primer orden no es capaz
de representar adecuadamente el fenémeno de la cuantificacion en el lenguaje. En
el mismo trabajo [5, pdgs. 160-161] se enuncia que muchos cuantificadores no son
representables mediante logica de predicados. Por ejemplo, en la sentencia “mds de
la mitad de los estudiantes son gallegos” el cuantificador “mds de la mitad” no se
puede representar en logica de predicados. En [5, pdg. 214] se demuestra que esto no
es posible incluso para dominios finitos. Intuitivamente, dado un conjunto base F,
no podemos plantear una formula logica de longitud finita que permita representar
el cuantificador “mds de la mitad” independientemente del ntmero de elementos
del referencial E. De igual manera, el resto de las expresiones en las que aparece
cuantificaciéon proporcional (e.g. “mds del 80 %”), salvando algunos casos triviales
como “mdas del 0%” o “el 100%”, tampoco son representables mediante légica de
predicados.
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En [5, pdg. 214] también se dan otros ejemplos de cuantificadores que no se

pueden representar en logica de predicados, como por ejemplo “un ndmero finito
de”

De este modo, el marco proporcionado por la logica de predicados no es un
mecanismo adecuado para la representaciéon del amplio conjunto de cuantificadores
que se manejan en el lenguaje natural. Por esta razon en la TGQ se plantea este
analisis mediante un mecanismo maéas potente, los cuantificadores generalizados.

Desde la perspectiva lingiiistica, el principal énfasis en el estudio del fenémeno de
la cuantificacion ha sido puesto en el andlisis del comportamiento y de las posibles
denotaciones de los determinantes (como por ejemplo “el”, “la mayoria”, “todos”,
“estos”, etc.). Los determinantes son sin duda los elementos que més habitualmente
desempenan el rol de la cuantificacién en lenguaje natural (LN) [56,57] y aquellos en
los que la cuantificacién aparece de manera més explicita. A continuacion explicamos

como se comportan estos elementos en el lenguaje.

Los determinantes se suelen combinar con los nombres o grupos de entidades
(Ns) para formar las frases nominales o frases determinantes. Por ejemplo, en la
sentencia “todos los hombres caminan” son las palabras subrayadas las que realizan
el papel de determinante, combindndose con el nombre “hombres” para formar la
frase determinante “todos los hombres”. A su vez, esta frase determinante se combina
con el predicado “caminan” en la formacién de la sentencia enunciativa “todos los

hombres caminan”.
En la figura 1.2 se muestra el analisis sintactico de la sentencia anterior.

El abanico de elementos que juegan el papel de determinantes en el lenguaje es
muy amplio. Por ejemplo, en lengua castellana se suelen distinguir entre articulos,
demostrativos, posesivos, indefinidos, numerales, interrogativos y exclamativos. Pero
el papel de determinante no es desempenado Unicamente por estos elementos. La
combinacion de determinantes puede jugar el mismo papel que un tnico determi-
nante. Ademds, tal como se muestra en [56,57] existen muchos otros elementos més
complejos que desempenan el papel de determinantes. A continuacién mostramos
algunos de los ejemplos presentados en [56, pag. 45]:

» determinantes simples:® “todos”, “alguno”, “estos”, “la mayoria”, “pocos”,

9Se ha escogido “simples” como traduccién del término inglés “lexical” [56, pag. 45|, ya que
ésta es la denominacién utilizada en [57, pag. 254].
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Todos los hombres caminan ( Sentencia)

Todos los hombres

( Frase nominal o caminan ( Predicado)
Frase determinante)

Todos los ( Determinante) hombres ( Nombre)

Figura 1.2: Anadlisis sintdctico de la sentencia “todos los hombres caminan”.

etc.

determinantes cardinales: “exactamente diez”, “aproximadamente diez”,

“entre cinco y diez”, “infinitamente muchos”, etc.

determinantes aproximativos: “alrededor de diez”, “aproximadamente diez”,
“casi todos”, etc.

determinantes definidos: “estos”, “el”, “mi”, “estos diez”, “los diez ... de

Juan”, etc.

determinantes de excepcion: “todos menos diez”, “todos ... menos Juan”,

etc.
determinantes acotados: “eractamente diez”, “entre cinco y diez”, etc.

determinantes posesivos: “mi”, “los ... de Juan”, etc.

determinantes que emiten valoraciones de juicio: “demasiados”, “muy

pocos”, etc.

determinantes proporcionales: “mds del veinte por ciento”, “muchos”,
“menos de la mitad”, etc.

&, 4

determinantes partitivos: “mds ... de los de Juan que de los de Maria”,

etc.
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» determinantes negados: “no todos”, “no mas de la mitad”, etc.

» determinantes coordinados: “la mayoria pero no todos”, “al menos dos
pero no mas de diez”, etc.)

» determinantes restringidos por adjetivos: “mds ... hombres que muje-
res”, “la mayoria de los ... gallegos”, etc.

Notese que los ejemplos anteriores no definen clases disjuntas.

La clasificacién anterior es sélo un ejemplo de la diversidad de elementos que pre-
senta el lenguaje natural para tratar expresiones cuantificadas. Para poder clasificar
y analizar el comportamiento de los determinantes en la TGQ se ha realizado un
estudio profundo de las denotaciones (es decir, la semdntica) de los distintos tipos de
determinantes. Y aunque la TGQ trabaja con grados de verdad binarios, el estudio
realizado en esta teoria de la seméntica de los determinantes nos va a ser de mucha

utilidad para el caso borroso.

Desde el punto de vista seméntico, la asignaciéon de un valor de verdad a los
enunciados (cierto o falso) se realiza suponiendo un modelo m que define los obje-
tos de interés de nuestro dominio F, y la denotacion de los distintos elementos del
vocabulario'® que estemos utilizando. Dado un modelo, los predicados se interpretan
como subconjuntos (propiedades o relaciones unarias) de F, y las frases nomina-
les se interpretan como cuantificadores generalizados (GQs); es decir, funciones de
propiedades en valores de verdad.

De aqui en adelante denotaremos por 2 el conjunto de valores de verdad clasicos;
esto es, 2 ={0,1} 6 2 ={falso, cierto}.

El ejemplo que acabamos de plantear nos ayudara a explicar estos conceptos. En
el mismo, la denotacion de “caminan” es el conjunto de elementos del universo base
FE que tienen la propiedad de caminar; la denotacién de “hombres” es el subconjunto
de elementos de I que tienen la propiedad de ser hombres; y la denotacion de “todos”

10Es decir, los elementos sintdcticos de nuestro lenguaje.
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Todos los hombres caminan
{el,e2,e3,e4,e5}c {el,e2,e3}= Falso

Todos los hombres caminan {el,e2,e3}

(todos_hombres)(Y,) = Cierto <> {cl,e2,e3,e4,e5,CY,

Todos todos(Y,)(Y,) = Cierte <> Y,cY,  hombres {e1,e2,e3,e4,e5}

Figura 1.3: Evaluacion de la sentencia “todos los hombres caminan”.

es una funcién todos : (Y, € P(E)) — (f : Yo € P(FE) — 2) definida como!?

todos (Y1) (Yo) =1 Y, C Y, (1.2)

La figura 1.3 muestra la denotacion de los elementos de la sentencia “todos los

hombres caminan” para una situacién particular y su evaluacion.

En el ejemplo anterior, el determinante “todos” se combina con el nombre “hom-
bres” para formar la frase nominal. Los determinantes que se combinan con un tinico
grupo nominal se suelen denotar como Det; en la bibliografia.

Pero existen determinantes que se combinan con méas de una frase nominal [58].
Por ejemplo, en la sentencia “mds estudiantes que profesores han venido a la fiesta”
la denotacién del determinante “mds ... que” se puede expresar con la funcion:

mas...que (Y1,Y2) (Y3) = 1 < [Y1 NY5] > [Y2 N Y5 (1.3)

En la notacion que hemos utilizado para representar la denotacién de los deter-

Ya hemos apuntado que los cuantificadores generalizados se pueden ver como relaciones o
predicados de segundo orden. Por ejemplo, la denotacion de “todos” se puede interpretar como la
relacion

Rai CP(E)’/(Y1,Y2) € Ry & Y1 C Ys

Mientras que en légica de primer orden las propiedades se aplican a las entidades del referencial,
los predicados de segundo orden se aplican a subconjuntos del referencial [40, pag. 228].
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minantes (expresiones 1.2 y 1.3) hemos diferenciado explicitamente entre las propie-
dades asociadas a los grupos nominales y las propiedades asociadas a los predicados.
Esto es muy habitual en los trabajos que estudian la cuantificacion desde el punto
de vista lingiifstico, y también nos sera 1til en algunas ocasiones (por ejemplo en la
seccién 4.6). Pero desde el punto de vista matemético es mas cémodo trabajar con
una “notacion plana”, tal como se hace en [41,45,47,50]:

Definicién 1 (Cuantificador Clésico) [/7, pdg. 56] Un cuantificador (generali-
zado) bivaluado en un conjunto base £ # & es una funcion Q : P (E)" — 2, donde
n € N es la aridad (nimero de argumentos) de Q.

Dos ejemplos de cuantificadores en la notacién anterior son:

0 Yi¢Ys

(1.4)
1 v, CYs

todos (Y1,Ys) = {

MY > 08 Vi £ @
al_menos_el80 %delos (Y7, Ys) = w208 Y17
1 Y, = o

Aunque la primera notaciéon es la mas habitual, en la TGQ también se utiliza
estd ultima. En general ésta es la notacion que vamos a utilizar en esta memoria,
aunque en ocasiones utilizaremos la primera para destacar alguna relacién intere-

sante con el lenguaje natural'?.

En la figura 1.4 se representa el ntimero borroso asociado al cuantificador “al
menos el 80 % .

A partir de ahora denominaremos a los cuantificadores de los tipos Q : P (F) —
2, Q :P(FE)? -2 Q":P?(F)— 2, etc. unarios, binarios, ternarios, etc. respecti-

vamente.

12Las dos notaciones son equivalentes. Por ejemplo, podemos definir las funciones todos’ :
P(E) — (P(E)— 2), mas..que’ : P(E)® — (P(E)—1I) a partir de las funciones todos :
P (E)* — I, mas...que : P (E)® — I simplemente haciendo:
todos’ (Y1) (Y2) = todos (11, Y2)
mas...que’ (Yl, Y2> (Yg) = mas...que (Yl, Yg, Yg)
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0 +—+—+—+—t+—t—t+—t—

0 0.5 0.8

—>>
1

Figura 1.4: Numero borroso asociado al cuantificador al_menos_el80 %de_los (Y1,Y3) —
2.

La cuantificacién binaria es sin duda la mas habitual e interesante, y con dife-
rencia aquella a la que se le ha prestado mas atencion en la TGQ. En este caso, los
grupos nominales que se combinan con los cuantificadores “restringen” los elementos
del referencial que tienen interés para el cuantificador en cuestion, por lo que se sue-
len denominar restriccion del cuantificador. Los predicados establecen los elementos
de interés para la restriccion del cuantificador y se suelen denominar alcance del
cuantificador. La cuantificaciéon binaria se corresponde con la cuantificacién de tipo
IT en el sentido de Yager.

Un hecho que quizas haya pasado inadvertido es que las definiciones que es-
tamos manejando no solo son tutiles para manejar la cuantificacion cuantitativa,
sino que también pueden manejar cuantificadores mo cuantitativos. Para aclarar
este hecho consideremos los siguientes cuantificadores Juan: P (F) — 2 y to-
dos_menos_Juan: P (E)* — 2 definidos como

0 Y # {Juan}
1 Y ={Juan}

0 YiN-=Y; # {Juan}
1 YiN~aY, ={Juan}

Juan (Y) = {
todos_menos_Juan (Y}, Ys) = {

que por ejemplo podrian estar asociados a las sentencias “Juan corre” o “todos los
estudiantes menos Juan son gallegos”'3. Estos cuantificadores no son cuantitativos

13Né6tese que para el cumplimiento del cuantificador de excepcién todos_menos_Juan:
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porque su definicién depende de elementos particulares del referencial. En la seccién
1.4 se desarrolla adecuadamente el concepto de cuantitatividad.

Las definiciones anteriores evidencian la potencia del tratamiento de la cuantifi-
cacion en lenguaje natural, capaz de manejar situaciones en las que la cuantificacion
no depende exclusivamente de la cardinalidad de los argumentos.

En las expresiones 1.2 y 1.3 hemos distinguido entre las propiedades que se
combinan con la semdntica de los determinantes (Y7 en la expresién 1.2 e Y1, Y5
en la expresion 1.3) y la propiedad que se combina con la semdntica de la frase
determinante (Y5 en la expresion 1.2 e Y3 en la expresion 1.3). Para poder expresar de
una manera clara el rol de las frases nominales y el rol de los predicados introducimos
a continuacion la notacién utilizada en [58, pdg. 840]

TYPE (1) = [P (FE) — 2]
TYPE(1,1) =[P (E) — TY PE (1)]
TYPE((1,1),1) = [P (E)* — TY PE(1)]

donde con [X — Y] se denota el conjunto de funciones con dominio en X y rango
enY.

Asi,

todos € TY PE (1,1)
mas...que € TY PFE ((1,1),1)

En esta notacién, el primer elemento del par {a,b) representa el ntimero y la
aridad de las propiedades que se combinan con los determinantes, y el segundo
elemento representa el nimero y la aridad de los predicados. Esta notacion sera de
utilidad en el andlisis de expresiones con cuantificacion anidada'* desarrollado en la

seccion 4.6.

Dentro de la TGQ se ha realizado un gran esfuerzo en el estudio de las propie-

dades de los cuantificadores y de las diversas relaciones existentes entre los mismos

P (E)2 — 2 se necesita que Juan pertenezca al conjunto de estudiantes pero que no pertenez-
ca al conjunto de gallegos. Nétese también que, si exceptuamos a Juan, todos los estudiantes

deben ser gallegos o, lo que es lo mismo, no existe ningin estudiante que no sea gallego.
14GQentencias en las que intervienen “varios niveles” de cuantificacién. Por ejemplo, “menos del

20 % de los estudiantes aprueban mds del 80 % de las asignaturas”.



24 Capitulo 1. Introduccién

(conservatividad, monotonia, relaciones de negacion y dualidad, etc.), que expli-
caremos en detalle en la seccién 1.4. Desde la perspectiva légica-lingiiistica estos
analisis son de mucho interés, ya que permiten a los lingiiistas estudiar diversos
aspectos relacionados con el uso de la cuantificacion en las lenguas, tales como la
busqueda de universales del lenguaje para decidir que es y no es expresable mediante
cuantificacion en el lenguaje natural, el estudio de la representacion de expresiones
cuantificadas complejas a partir de expresiones mas sencillas para cumplir con el
principio de composicionalidad de Fregque, la relacion entre la semantica de los cuan-
tificadores y las expresiones sintdcticas en las que se utilizan, etc. [40, seccion 7.2.1].

Aunque para nosotros el estudio del lenguaje en si no revierta especial interés,
lo que si resulta tremendamente interesante es que una gran parte del analisis reali-
zado en la TGQ se puede generalizar al caso borroso. Sin duda, la reutilizacién del
analisis clasico de la TGQ ha sido uno de los mayores aciertos de Glockner en el
planteamiento de su marco para la cuantificacién borrosa. En la siguiente seccién
explicamos la extensiéon propuesta por este autor para generalizar la TGQ al caso

borroso.

1.3. El marco de trabajo basado en mecanismos

de borrosificacion de cuantificadores

1.3.1. De cuantificadores borrosos a cuantificadores semi-

borrosos

La aproximacion a la cuantificacién realizada en la TG(Q) es muy interesante. Pero
como hemos explicado en la seccién anterior, la TGQ sélo trata el modelado de la
cuantificacion clasica. Para poder manejar la vaguedad del lenguaje es necesario que
los cuantificadores puedan relacionar conjuntos borrosos de una manera borrosa. La
generalizacién obvia de los cuantificadores clédsicos es la siguiente:

Definicién 2 [}7, pag. 65] Un cuantificador borroso n-ario en un conjunto base
E # @ es una funcién Q : P (E)" — 1.



1.3. El marco de trabajo basado en mecanismos de borrosificacién de
cuantificadores 25

Los cuantificadores borrosos han sido introducidos por Glockner en [41, pag. 6]
bajo el nombre de determinantes borrosos'>. La denominacién actual es la actual-

mente preferida por dicho autor.

Mientras que los argumentos y la imagen de los cuantificadores cldsicos son
nitidas, los argumentos y la imagen de los cuantificadores borrosos son borrosas.
De esta manera los cuantificadores borrosos son capaces de manejar expresiones del
tipo “alrededor del 80 % de los estudiantes jévenes son eficientes”, donde se asume
que las propiedades “estudiantes jovenes” v “estudiantes eficientes” se representan
mediante conjuntos borrosos. Ademas, la definicién anterior no limita la imagen de
los cuantificadores borrosos al caso nitido ({0,1}), ya que permite que la misma

pueda ser borrosa.

Presentamos ahora dos ejemplos de cuantificadores borrosos. Supongamos que
queremos definir la semédntica asociada a las expresiones “algin X; es X" y “todos
los X; son X3” donde X, X, € P (E) son borrosos. Una posibilidad para definir
los cuantificadores borrosos eﬁg\ﬁ; . P(E? — 1y todos : P (E)? — T es:

algun (X1, Xo) = sup {min (ux, (e), ux, (¢)) : e € E} (1.5)
todos (X1, Xs) = inf {méax (1 — ux, (e),ux, (e)) : e € £}

donde algtn : P (E )2 — I se interpreta como la version borrosa del cuantificador

clasico algtn: P (E)* — I definido como

0 : IhnYy,=0

y todos : P (E )2 — I es la versién borrosa del cuantificador definido en la expresién
1.2.

Las definiciones anteriores son bastante razonables desde el punto de vista de la

légica borrosa. Para el cuantificador borroso alguin, min(ux, (e), px, (€)) representa
el valor de la interseccion de los conjuntos X; y X, para cada e € F cuando se asume

que la interseccién se modela con la tnorma minimo; esto es,

pxx, (€) = min (px, (€), px, (€))

Y el supremo coincide con el maximo en conjuntos finitos. De esta manera se inter-

preta que la sentencia “algin X, es X5” es equivalente a “existe un elemento que es

15 “Pyzzy determiners” en inglés.
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X1 y X3”. De manera andloga, max (1 — ux, (e), px, (€)) es una funcién de implica-
cion borrosa y el infimo se utiliza para medir en que grado se cumple la implicaciéon
para todo e € F.

Veamos ahora un ejemplo de como se puede utilizar el cuantificador borroso

todos (X1, X5) para evaluar una expresién cuantificada:

Ejemplo 1 Consideremos la evaluacion de la sentencia “todos los estudiantes jove-
nes son eficientes” sobre el conjunto referencial E = {e1, ..., es}. Supongamos que
las propiedades “ser alto” y “ser eficiente” vienen dadas por los siguientes conjuntos

borrosos:
Xl = {078/617 1/627 076/637 073/64} 7X2 = {079/617 077/627 073/637 072/64}

respectivamente. Utilizando la expresion 1.5 obtenemos

todos (X1, X5) = inf {max (1 — px, (e),ux, (e)) : e € E}
— inf {0,9,0,7,0,4,0,7} = 0,4

La potencia expresiva de los cuantificadores borrosos es suficiente para modelar
las expresiones cuantificadas. Pero los ejemplos que acabamos de presentar nos per-
miten intuir algunas de las dificultades de los cuantificadores borrosos. Aunque las
definiciones que hemos utilizado para representar la semantica de los determinantes
“todos” y “algunos” son razonables, no existe ninguna razén para que no haya otras
opciones igualmente vélidas. De hecho, la utilizacién de una tnorma o una funcion

de implicacién distinta en las definiciones de algiin y todos da lugar a expresiones
que en primera instancia parecen tan validas como las que se han planteado. Este es
uno de los grandes problemas de los cuantificadores borrosos. La generalizacién ob-
via de los cuantificadores clasicos nos ha llevado a una definicion que es en realidad
“demasiado potente” y que no nos ayuda a distinguir entre las diferentes opciones
que existen a la hora de definir los cuantificadores borrosos.

Ademas, los ejemplos que hemos presentado representan casos muy particulares
en los cuales nuestras intuiciones acerca de como modelar los cuantificadores borrosos
son validas. La manera de modelar adecuadamente cuantificadores borrosos menos
obvios, como por ejemplo el asociado a la sentencia, “la proporcion de jovenes que
obtienen salarios altos es baja”, es mucho menos evidente.

Glockner menciona que en el caso clasico existen intuiciones muy fuertes acer-
ca de cudl o cudles pueden ser las semanticas adecuadas para los cuantificadores.
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Por ejemplo, la definicion del cuantificador universal es sin duda aceptada. De
igual manera, la definicién de la semdantica de “al menos el 80 %” (cuantificador
al_menos_el80 %de_los (Y1,Y3) : P (F)* — 2 en la expresién 1.4) es también in-
cuestionable (por lo menos para el caso en que Y; # &). Pero en el caso borroso,
las intuiciones acerca de las definiciones adecuadas son mucho menos evidentes. Si
la definicion de la semantica del cuantificador asociado al determinante “todos” es
controvertida en el caso borroso, mucho mas lo es la definiciéon de la versiéon borro-
sa del cuantificador asociado a la semdntica del determinante “al menos el 80 %”.
El hecho de que la mayoria de los modelos para evaluar sentencias cuantificadas
borrosas presentan problemas muy graves (véase la seccién 1.5) es una evidencia
incuestionable de la dificultad de este problema.

Segiin Glockner [47, seccién 2.4] la clase de cuantificadores borrosos es sin duda
suficientemente rica para denotar la seméantica de los cuantificadores. El problema
segin ¢él es que no somos capaces de identificar las definiciones adecuadas para
los cuantificadores borrosos. Glockner denomina a este problema el dilema de los
cuantificadores borrosos. La incapacidad de la TGQ para manejar la vaguedad nos
ha llevado a optar por una aproximacién cuyo poder parece muy dificil de controlar.

Ademads, Glockner muestra que el problema no se debe al requerimiento de
que los cuantificadores borrosos puedan representar “cantidades o requerimientos
aproximados” sino al hecho de que los cuantificadores borrosos acepten argumen-
tos borrosos. La semdntica asociada a la expresién “al menos el 80%” es inhe-
rentemente nitida, pero cuando intentamos extender la definicion del cuantificador
al_menos_el80 %de_los (Y;,Y,) : P (E)* — 2 al caso borroso nuestras intuiciones
fallan. Sin embargo, no tenemos problemas en entender una definicién que asigne

un grado de verdad no nitido (por ejemplo 0,7) a cierta medida de cardinalidad de
[{e1,e2,eatn{erea}] _

[{e1,e2,e3}| -
idea de Zadeh al modelar los cuantificadores mediante niimeros borrosos absolutos

conjuntos nitidos (por ejemplo %) A fin de cuentas, esta es la

y proporcionales.

Por lo tanto, parece que todavia somos capaces de asociar grados de verdad
borrosos en el caso en que manejemos argumentos nitidos. Por esta razén Glock-
ner decide proponer un nivel de especificacion intermedio entre los cuantificadores
clasicos y los cuantificadores borrosos: los cuantificadores semi-borrosos:

Definicién 3 /47, pag. 71] Un cuantificador semi-borroso n-ario sobre un conjunto
base E # @ es una funcion Q : P (E)" — L
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En [41, pag. 6] los cuantificadores semi-borrosos se denominan pre-determinantes

borrosos'S.

Los argumentos de los cuantificadores semi-borrosos son conjuntos nitidos por
lo que estan a medio camino entre los cuantificadores clasicos y los cuantificado-
res borrosos. Al permitir imagenes graduales, los cuantificadores semi-borrosos son
un medio adecuado para especificar la cuantificacién aproximada. Presentamos a
continuacion dos ejemplos de cuantificadores semi-borrosos:

alrededor_de_5 (Y1, Ys) = Th 465 (Y1 N Ys)) (1.6)

YiNYs|
S0,5,0,8 <—| ] 2) Yi# 9
alrededor_del 80 %o_mas (Y1,Y;) = R Y]
1 Yl =
donde Ty 465 () v So.5.0s () son los niimeros borrosos representados en la figura 1.1.
En general, en esta memoria, vamos a utilizar la nomenclatura funcion de soporte
para referirnos a los niimeros borrosos en los que nos “apoyamos” para la definicién

de los cuantificadores.

El cuantificador semi-borroso alrededor_de_5:P (E)*> — I se puede utilizar
para denotar la seméntica del determinante “alrededor de 5” (como por ejemplo
en “alrededor de 5 de los estudiantes son gallegos”). El cuantificador semi-borroso
alrededor_del_80 %o_mas:P (E)* — I representa la seméntica del determinante
“alrededor del 80 % o mds” (como en “alrededor del 80 % o mas de los estudiantes
son gallegos™).

El siguiente ejemplo muestra como se puede utilizar el cuantificador alrede-
dor_del 80 %o0_mas(Y7, Y5) para evaluar una expresién cuantificada:

Ejemplo 2 Consideremos la evaluacion de la sentencia “alrededor del 80 % o mds
de los estudiantes son gallegos” siendo el conjunto referencial E = {eq, ..., es5} y los
conjuntos nitidos asociados a las propiedades “ser estudiante” 1y “ser gallego” los
sigquientes:

Yl = {1/617 1/627 0/637 1/‘347 1/65} ) Y—Q = {1/617 0/627 1/637 1/647 1/65}

16 «“Eyzzy pre-determiners” en inglés.
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Utilizando la expresion 1.6 obtenemos:

alrededor_del 80 %o0_mas (Y1,Y>)
YN Yy
~ Sasos (1)
= 505,08 (l{l/el’ 1/e9,0/e3,1/es,1/es} N{1/e1,0/ez,1/e3,1/e4, 1/65}|>
o {1/e1,1/e2,0/e3,1/e4, 1/es}|
— Susos (|{1/61,0/e2,0/e3, 1/eq, 1/65}|>
TR\ {1/ er, 1/eq,0/e3,1/eq,1/es}
= So5,08 (0,75)
= 0,94

Al no aplicarse a conjuntos borrosos, los cuantificadores semi-borrosos elimi-
nan las dificultades de especificacién de los cuantificadores borrosos. Evidentemen-
te, puede haber discrepancias acerca de la definiciéon adecuada de un cuantificador
semi-borroso (por ejemplo, utilizar otros pardmetros en la funcién S de la definicién
de alrededor_del 80 %o_mas(Y;,Y;):P (E)*> — I). Pero aunque para la defini-
cion de un cuantificador semi-borroso se puedan plantear distintas alternativas, las
“intuiciones lingiliisticas” siguen siendo validas por lo que nos es posible entender
cuales son preferibles. Por este motivo, los cuantificadores semi-borrosos resultan un
medio de especificacion muy 1til para representar las expresiones cuantificadas.

Glockner [47, pdg. 71] expone varias razones que destacan la utilidad de la de-
finicién de cuantificadores semi-borrosos. El primero y uno de los més importan-
tes es que los cuantificadores semi-borrosos generalizan los cuantificadores nitidos
utilizados en la TGQ. De esta manera es posible reutilizar el analisis de la cuan-
tificacién realizado en esta teoria. Ademas, la definicién de “versiones suavizadas”
de muchos de los cuantificadores nitidos utilizados en la TGQ (e.g. cuantificador
al_menos_el80 %de_los (Y7, ;) 1P (E)”> — 2 en la expresion 1.4) se realiza de una
manera muy sencilla (e.g. cuantificador semi-borroso de la expresiéon 1.6).

Otra de las grandes virtudes de los cuantificadores semi-borrosos es que al es-
tar limitados al caso de argumentos nitidos no existen dificultades en el calculo
de las cardinalidades (absolutas, relativas, etc.) de los conjuntos argumento. Por
ejemplo, la medida de cardinalidad relativa que se utiliza en la definicién del cuanti-
ficador semi-borroso alrededor_del_80 %o_mas(Y;,Ys) P (E)* — I es facilmente
comprensible. En el caso borroso no existe una definicién de cardinalidad univer-
salmente aceptada, por lo que la definiciéon de cuantificadores borrosos a partir de
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medidas de cardinalidad borrosa presenta muchas dificultades en la préactica.

Un punto bastante evidente pero no menos importante es que la definicion de
cuantificadores semi-borrosos engloba los cuantificadores lingiiisticos en el sentido de
Zadeh. Nétese que el cuantificador semi-borroso alrededor_de_5(Y7,Y3) se define
utilizando un nimero borroso absoluto por lo que se puede entender como una expre-
sién mas general de los cuantificadores de primera clase. Por su parte, el cuantificador
semi-borroso alrededor_del 80 %o0_mas(Y7, Y5) se define utilizando un nimero bo-
rroso proporcional por lo que se puede relacionar con los cuantificadores de segunda

clase.

Ademas, los cuantificadores semi-borrosos también permiten manejar los ejem-
plos de cuantificacion no cuantitativa de la TGQ. Y tampoco hacen ninguna hipétesis
de finitud del dominio, como se realiza a veces en algunos modelos de cuantifica-
cion borrosa. De esta manera los cuantificadores semi-borrosos se convierten en el
medio de especificacion idoneo para representar el fenémeno de la cuantificacion en
lenguaje natural.

No obstante, es evidente que los cuantificadores semi-borrosos no solucionan el
problema de la cuantificacién borrosa, ya que sélo aceptan argumentos nitidos. La
explicacion del planteamiento realizado por Glockner para solucionar este problema
es el objetivo de la siguiente seccion.

1.3.2. Mecanismos de borrosificaciéon de cuantificadores

Hemos visto que los cuantificadores semi-borrosos constituyen un medio de espe-
cificacion excelente para modelar la semantica de las expresiones cuantificadas. No
obstante, para evaluar expresiones cuantificadas en las que intervienen argumentos
borrosos, los cuantificadores semi-borrosos no tienen la potencia expresiva suficiente
y es necesario recurrir a cuantificadores borrosos. Para superar la distancia existente
entre el medio de especificacién constituido por los cuantificadores semi-borrosos y
el medio operacional constituido por los cuantificadores borrosos Glockner propone
la definiciéon de mecanismos que nos permitan asociar cuantificadores borrosos a
los cuantificadores semi-borrosos; esto es, permitimos que sean los cuantificadores
semi-borrosos el medio para definir la semantica adecuada de las expresiones cuan-
tificadas y delegamos el papel de la cuantificacion borrosa en “ciertos mecanismos”
que nos permitan transformar estos cuantificadores semi-borrosos en cuantificadores
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borrosos adecuados. Su definicion es la siguiente:

Definicién 4  [}7, pdg. 75] Un mecanismo de borrosificacion de cuantificadores
(QFM) F asigna a cada cuantificador semi-borroso @Q : P (E)" — 1 su correspon-
diente cuantificador borroso F (Q) : P (E)" — I de la misma aridad n € N y sobre
el mismo conjunto base I.

De esta manera, los QFMs establecen el vinculo que falta entre los cuantificadores
semi-borrosos y los cuantificadores borrosos. Para evaluar una sentencia cuantifica-
da borrosa estableceremos, primero, un cuantificador semi-borroso @ : P (E)" — 1
que represente una especificaciéon adecuada de la situacion que queremos modelar.
Y para poder aplicar la especificacién definida por () a ciertos conjuntos borrosos
X,,.... X, €P (E) utilizaremos un QFM F apropiado para construir el cuantifica-
dor borroso F (Q) : P (E)" — I asociado a Q. De este modo ya podemos calcular
]:(Q) (le S aXn)-

Por ejemplo, para un QFM F y los cuantificadores semi-borrosos alrededor_de_5
. P(E)?> — 1y alrededor_del 80 %o_mas: P (E)* — I definidos en la expre-
sien 1.6 F (alrededor_de_5) : P (E)? — Iy F (alrededor_del 80 %o_maés) :
P (E)2 — I son cuantificadores borrosos binarios capaces de manejar argumentos

borrosos.

Con la definicién de QFMs, Glockner reescribe el problema de la cuantificacion
borrosa como el problema de definir QFMs de comportamiento apropiado. Para este
propésito Glockner establece cierto niimero de criterios (o propiedades) que permiten
distinguir los QFMs de comportamiento aceptable.

En la definicién de estos criterios Glockner observa que muchas de las relaciones
entre los cuantificadores analizadas en la TGQ (negacion, dualidad, monotonia, etc.)
se pueden generalizar a los casos semi-borroso y borroso. Por tanto, resulta apropiado
requerir que los QFMs garanticen que las relaciones que se cumplen en el caso semi-
borroso se trasladen al caso borroso!”. Muchos de los criterios que utiliza Gléckner

para definir el comportamiento adecuado de los QFMs se basan en la generalizacion
de propiedades de la TGQ.

Pero al estar limitado al caso clasico la TG(Q no es capaz de proporcionar todos
los requerimientos exigibles en el caso borroso. Por esta razén Glockner también

17Es decir, se busca que el espacio de cuantificadores semi-borrosos y el espacio de cuantificadores
borrosos sean homomérficos para estas operaciones.
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define una serie de criterios adicionales que no dependen de la TGQ pero que son
necesarios desde el punto de vista borroso.

Ademas, Glockner organiza estos criterios en dos grupos. El primer grupo est4 for-
mado por las consecuencias de un marco axiomatico que determina, segiin él, los cri-
terios minimos que se debe exigir a los QFMs, denominando a los modelos que verifi-
can dicho marco axiomético esquemas de borrosificacién de determinantes (DFSs)!.
El segundo grupo contiene criterios adicionales que le permite realizar un andlisis
mas preciso de los modelos que cumplen dicho marco axiomaético. Estos criterios
adicionales le ayudan a resolver problemas muy importantes, como es el de la dife-
renciaciéon de “modelos précticos” (esto es, ttiles para las aplicaciones) de entre la
clase de modelos que cumplen su marco. En el préximo apartado explicaremos en
profundidad los criterios que permiten analizar el comportamiento de los QFMs.

En este punto nos parece muy importante senialar una diferencia fundamental
entre la aproximacion a la cuantificacién basada en el marco tradicional de Zadeh y
la aproximacion planteada por Glockner que puede pasar inadvertida. Mientras que
Glockner plantea un analisis global del marco de cuantificacion, la aproximaciéon de
Zadeh plantea un analisis caso por caso que en general no es capaz de mantener la
coherencia entre los distintos tipos de cuantificadores (absolutos unarios, absolutos
binarios, proporcionales unarios, proporcionales binarios). Los cuantificadores uti-
lizados por Glockner son generales (ya sean semi-borrosos o borrosos) y su marco
permite establecer de una manera clara y precisa las relaciones existentes entre dis-
tintos tipos de cuantificadores. Al separar el medio de especificacién (cuantificadores
semi-borrosos) del medio operacional (cuantificadores borrosos) es posible estudiar
si los QFMs garantizan que las relaciones que se cumplen en el caso semi-borroso se
trasladan al caso borroso. Por su parte, la casuistica de Zadeh es particular, depende
directamente de los ntimeros borrosos asociados a los cuantificadores y dificilmente
permite establecer las relaciones que se cumplen entre los cuantificadores, al no ser
los ntimeros borrosos el medio de especificacién adecuado para esta tarea. Conside-
ramos que a través de la definicion de los QFMs Glockner plantea el primer marco
de cuantificacion borrosa realmente susceptible al analisis critico.

No podemos finalizar la explicacién del marco de Glockner basado en QFMs sin
realizar antes algunas consideraciones acerca del poder expresivo del mismo. Antes
de nada presentamos la definicion de cuantificador semi-borroso subyacente a un

8Traduccién de “Determiner fuzzification schemes” [41]. En esta memoria en general utilizare-
mos la sigla DFS para referirnos a los QFMs que verifican dicho marco axiomatico.
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cuantificador borroso:

Definicién 5 [{7, pdg. 77)Sea Q : P(E)" — I un cuantificador borroso. El
cuantificador semi-borroso subyacente U (@) :P(E)" — 1 se define como

Zl(@)(YL.”,Y%)::Q(YL..WY%)

para todas las n-tuplas Yi,...,Y, € P(FE) de conjuntos nitidos. De esta manera
U (Q) simplemente ‘olvida’ que Q) puede ser aplicado a conjuntos borrosos, y solo

considera su comportamiento en conjuntos nitidos.

La siguiente hipotesis establece el poder expresivo del marco de cuantificacién
basado en QFMs:

Definicién 6 (Hipétesis del marco de cuantificacion (QFA):) /47, pdg. 77"
Si dos cuantificadores bdsicos de interés (i.e. cuantificadores del lenguaje natural a
ser definidos directamente) tienen distintas interpretaciones @ =+ @como cuantifi-
cadores borrosos entonces también son distintos sobre conjuntos nitidos U (é) =+

u(@).

Tal como se explica en [47, seccion 2.7], el QFA asegura la aplicabilidad del
marco basado en QFMs porque podemos representar dos cuantificadores borrosos
QR y Q' por sus cuantificadores semi-borrosos asociados () = U (Q) yQ =U (Q’ )

sin comprometer la existencia de un QFM F que lleve Q a F(Q) = Qv Q a
F(Q) = Q' Esto es, si el marco fuese violado entonces seria posible encontrar dos
cuantificadores borrosos ) # )’ tales que U (Q) =U (Q’ ) De esta manera ningun

QFM F podria diferenciar entre @ y @V’ yva que al ser U (@) =U (@) entonces

F(u(@)) =7 @(@)*

Desde el punto de vista lingiiistico, la QFA establece que no es posible que
dos cuantificadores de lenguaje natural puedan tener la misma interpretacién sobre
conjuntos clasicos pero distinta sobre conjuntos borrosos. Parece dificil pensar que
el lenguaje natural pueda contener dos expresiones exp v exp’ tales que las mismas

9En inglés, “Quantification framework assumption”
20La hipétesis del marco de cuantificacién puede parecer confusa pero es muy importante, por
lo que damos a continuacién un ejemplo en el que la misma es violada. Consideremos dos cuanti-
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tengan el mismo significado cuando se aplican a expresiones nitidas pero distinto

cuando se aplican a expresiones borrosas.

Aunque la QFA parece incuestionable, tal como se explica en [47, seccién 2.7], el
lenguaje natural es de propdsito general y nos permite definir practicamente lo que
queramos. Por este motivo es por lo cual el autor restringe la QFA a ciertos “cuan-
tificadores bésicos”; esto es, a cuantificadores que no excedan cierta complejidad,
tales como los asociados a los determinantes presentados en la seccion 1.2. Intuitiva-
mente, la especificacion de la semantica de los mismos por medio de cuantificadores
semi-borrosos parece mas que suficiente.

No entraremos en mas profundidad en esta cuestion ya que esta hipétesis sélo
es violada por cuantificadores muy particulares que no nos parecen nada relevantes
desde el punto de vista de las aplicaciones (piénsese que al ser el lenguaje natural de
“proposito general” nos permite expresar el significado de cuantificadores borrosos
como los que se definen en la nota a pie de la pagina 33). En todo caso, aconsejamos
al lector consultar la excelente exposicion realizada en [47, seccidén 2.7] para més
informaciéon acerca de la hipotesis del marco de evaluacién.

1.4. Propiedades de los QFMs

Una vez que hemos contextualizado la aproximacion a la cuantificacién borrosa
(ue vamos a seguir en esta memoria, expondremos un conjunto de propiedades o cri-
terios que nos permitiran analizar el comportamiento de los QFMs. Este conjunto de
propiedades constituira la base que nos permitird analizar, de manera critica, tanto
los modelos de cuantificacién que planteamos en esta memoria, como las distintas
propuestas que encontramos en la bibliografia.

ficadores borrosos Q, Q" : P ({e1, 2, e3}) — I definidos como

Yl i (e)

Q(X) = 3
L[ D)y cp(p)
Q(X)_{ 0 . X ¢ P(E)

Esto es, Q' (X) = 0 si X no es un conjunto cldsico. Se cumple que U (@) =U <@7) (ie., Qy
@’ son iguales en conjuntos cldsicos) pero ningin QFM puede relacionar un mismo cuantificador

semi-borroso con dos cuantificadores borrosos distintos.
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La mayoria de estas propiedades han sido extraidas de las planteadas por Glock-
ner en [47]?!. Ademéas de éstas, hemos considerado también dos propiedades de
mucha relevancia practica que son verificadas por los modelos probabilisticos que
definiremos en el capitulo 3.

Hemos dividido las propiedades en dos grupos principales. En el primero re-
cogemos las propiedades méas importantes derivadas del marco axiomatico de los
DFSs [47, capitulo 4]. En el segundo consideramos algunas de las propiedades que
se plantean en [47, capitulo 6] para realizar un anélisis mas fino de los QFMs, asi co-
mo las dos propiedades adicionales que acabamos de citar.

Una vez hayamos finalizado la explicacion del grupo de propiedades derivadas del
marco de los DFSs presentaremos el mismo. Dicho marco establece, segiin Glockner,
el conjunto minimo de criterios exigibles a un QFM [45,47,50]. El mencionado marco
es un refinamiento de su propuesta inicial realizada en [41, pag. 22].

Las propiedades que hemos incluido en el segundo grupo son en general de mucho
interés para las aplicaciones, pero su exigencia para todo QFM podria limitar en gran
medida el conjunto de modelos admisibles. Veremos que alguna de ellas incluso entra
en contradiccion con el marco axiomatico de los DFSs.

El planteamiento de la mayoria de las propiedades se basa en el profundo estudio
de la cuantificacion en el lenguaje natural realizada en la TGQ. En esta teoria se ha
realizado un analisis bastante exhaustivo del comportamiento de los cuantificadores.
Y para los casos que nos van a interesar, las relaciones, o comportamientos, analiza-
das en la TGQ se mantienen cuando saltamos del caso nitido al caso semi-borroso.

Puesto que, como veremos, es facil generalizar las relaciones analizadas en la
TGQ al caso borroso, resulta muy interesante estudiar si las propiedades que se
cumplen para un cierto cuantificador semi-borroso @ : P (E)" — I se mantienen en
el caso borroso F(Q) : P(E)" — I a través de la aplicacién del QFM F.

Por otra parte, cierto niimero de propiedades no se pueden derivar directamente
del andlisis de la cuantificacion realizada en la TGQ. En este grupo encontramos
desde propiedades inherentemente borrosas a cierto ntimero de criterios “mas practi-

21T.a mayoria del material que se presenta en este apartado se deriva de la exposicién realizada en
[47, capitulos 4 y 6]. Esta exposicién es fundamental para el desarrollo del resto de la memoria, pero
sblo pretende ser un resumen suficiente del trabajo desarrollado en la referencia citada. Aconsejamos
al lector consultar el excelente trabajo planteado en la referencia anterior para maés informacion
acerca de las propiedades que se utilizan para estudiar el comportamiento de los QFMs.
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cos”, sin interés desde el punto de vista del lenguaje pero muy importantes desde

el punto de vista de la utilizacién de la cuantificaciéon en la practica. En general, la
definicion de estas propiedades también se basa en el estudio de la preservacion del

comportamiento de los cuantificadores semi-borrosos a través la aplicacion de los
QFMs.

Antes de comenzar la explicacién del conjunto de propiedades que se van a utilizar
para definir el comportamiento de los QFMs, nos gustaria realizar una observacion
importante acerca del marco axioméatico de los DFSs. Pese a que Glockner considera
que su marco axiomatico define el conjunto minimo de requisitos a ser cumplidos
por un QFM, su idoneidad resulta por lo menos cuestionable. Aunque el grado de
refinamiento de dicho marco axiomatico es realmente notable, el mismo excluye
dos de los modelos presentados en esta memoria que, como veremos, presentan un
comportamiento tedrico y practico més que adecuado. Ademds, en el apartado de
revision bibliografica se mostrara que los tres modelos paradigmaticos de QFMs
que verifican el marco axiomético de los DFSs planteados por Glockner en [45,47]%,
todos ellos de comportamiento tedrico envidiable, presentan ciertos comportamientos
realmente problematicos para muchas de las aplicaciones en las que se ha propuesto

el uso de la cuantificacion borrosa.

1.4.1. Propiedades derivadas del marco de los DFSs

Antes de pasar a su definicién formal y descripcion detallada, describiremos muy
sucintamente el conjunto de propiedades que vamos a considerar. La propiedad de
generalizacion correcta es posiblemente la propiedad mas importante a ser cumplida
por un QFM. Establece que los cuantificadores borrosos resultantes de la aplicacion
de los QFMs se deben comportar adecuadamente en el caso nitido. La propiedad de
cuantitatividad garantiza que las permutaciones arbitrarias del universo de referen-
cia no afectan a los cuantificadores cuantitativos. Las propiedades del valor inducido,
de las funciones de verdad inducidas y de coherencia con la l6gica garantizan que los
QFMs generalizan adecuadamente las operaciones logicas clasicas. El cumplimien-
to de la propiedad de trasposicion de argumentos garantiza que los cuantificadores
borrosos manejan adecuadamente las permutaciones de los argumentos. Las pro-

22Estos modelos son considerados paradigméticos por el autor en el sentido de su utilidad para las
aplicaciones. Actualmente son los tinicos modelos para los cuales el autor ha propuesto soluciones
algoritmicas.
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piedades de negacion externa, interna y dualidad garantizan que las relaciones de
negacion que se cumplen en el caso nitido se trasladan al borroso. La propiedad de
las uniones y las intersecciones asegura que las intersecciones y uniones de los con-
juntos argumento se trasladan adecuadamente al caso borroso. Las propiedades de
monotonia en los argumentos y de monotonia en los cuantificadores garantizan la
preservacion de las propiedades de monotonia de los cuantificadores semi-borrosos.
La propiedad de insercion de argumentos garantiza que la construccion de un cuan-
tificador semi-borroso de menor aridad por insercién de un argumento nitido (esto
es, un cuantificador de aridad n se transforma en uno de aridad n — 1 evaluando
el mismo sobre un unico argumento) tiene una contrapartida adecuada en el caso
borroso. Y para finalizar, la propiedad de compatibilidad con la aplicacion funcional,
esta muy relacionada con el principio de extension, y garantiza que los cuantifica-
dores se comportan adecuadamente ante los cambios de universo de referencia.

Generalizacién correcta

La propiedad de generalizacién correcta es posiblemente la méds fundamental
de las propiedades exigibles a un QFM. Su cumplimiento por parte de un QFM
F garantiza que el comportamiento del cuantificador borroso F (Q) asociado al
cuantificador semi-borroso () es el esperable en el caso clasico.

Esta propiedad ha sido propuesta independientemente en [41, pdg. 27] y [80, pags.
74.]?3. Tanto en [47, secciones 3.2. y 4.2.] como en [41] la restriccién de esta propiedad
al caso unario forma parte de los axiomas utilizados para caracterizar a los DFSs. Se
puede consultar [47, secciones 3.2. y 4.2.] para una descripcién mds detallada acerca

de la misma.

La definicion de la propiedad de generalizacion correcta es la siguiente:

Definicién 7 (Propiedad de generalizacién correcta) Sea Q : P(E)" — 1
un cuantificador semi-borroso n-ario. Diremos que un QFM F cumple la propiedad
de generalizacion correcta sild (F (Q)) = Q; esto es, para todos los conjuntos nitidos

23Las definiciones utilizadas en [80] se restringen a los casos de cuantificadores unarios y binarios
asociados a los cuantificadores de primera y segunda clase propuestos por Zadeh [103].
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Yi,...,Y, € P(E), se cumple que**

f(Q)(Y1;7Yn>=Q(Y17;Yn)

Consecuencias de la propiedad.

Sea E un referencial de individuos e Y7, Yy € P (FE) dos conjuntos nitidos (Y]
podria representar la propiedad “ser estudiante” e Y, la propiedad “ser gallego”
por ejemplo). Entonces el cumplimiento de la propiedad de generalizacién correcta
garantiza que

F (alrededor_del 80 %o _mas) (Y1, Y3) = alrededor_del 80 %o_mas (Y1, Y>)

Esto es, para conjuntos clasicos el resultado que obtenemos al evaluar el cuantifica-
dor borroso F (alrededor_del 80 %o_mas) sobre los conjuntos Y7, Y, es el mismo
que el que obtenemos al evaluar, directamente, el cuantificador semi-borroso alre-
dedor_del 80 %o_mas sobre dichos conjuntos.

Pese a ser una propiedad muy intuitiva, muchos de las aproximaciones recogidas
en la bibliografia violan esta propiedad. Véase la seccién 1.5 para mas informacion.

Propiedad de cuantitatividad

Intuitivamente, los cuantificadores cuantitativos son aquellos que dependen, de
alguna manera, de las cardinalidades de los conjuntos argumento, mientras que los no
cuantitativos no se pueden expresar unicamente en funcién de estas cardinalidades.

Aunque en la TGQ el tratamiento de los cuantificadores no cuantitativos es habi-
tual, en el campo de los conjuntos borrosos ha sido Glockner el primero en considerar
este tipo de cuantificadores [41, pdg. 3]. Un ejemplo muy bésico de cuantificador no

cuantitativo es

0 : Pedro¢yY

Pedro (¥) = { 1 : PedroeY

que se puede utilizar, por ejemplo, para evaluar la sentencia “Pedro es espanol”. El
cuantificador Pedro (Y') no depende de la cardinalidad del conjunto argumento Y,

sino de si el elemento particular Pedro pertenece a Y.

2N6tese que U (F (Q)) es simplemente el cuantificador borroso F (Q) restringido a conjuntos
nitidos; esto es, F (Q) restringido a Y3,...,Y, € P (FE) (véase la definicién 5).
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Para poder definir los cuantificadores cuantitativos necesitamos la siguiente de-

finicién:

Definicién 8 (Extensién de una funcién a conjuntos) Sea § : E — S una
funcidn cualquiera. A partir de 8 se define la funcion 3 : P(E) — P(S) de la
siguiente manera

BY)={B(e):ecY}

A continuacién se plantea la definicién de cuantificadores cuantitativos que se
da en [47, pag. 138]:

Definicién 9 (Cuantificadores cuantitativos) [/7, pdg. 138]Un cuantificador
se-mi-borroso @ : P (E)" — 1 se denomina cuantitativo si y sélo si para todos los
automorfismos (biyecciones de E en E) 3 : E — E y todos los conjuntos Y1,...,Y, €
P (E) nitidos se cumple

Qi Y) =Q (A, B (V)
Similarmente,

Definicién 10 [/7, pag. 138]Un cuantificador borroso @ : ﬁ(E)n — I se dice
cuantitativo si y solo si para todos los automorfismos 0 : I — E y todos los con-
Juntos Xi,..., X, € P(E) borrosos se cumple

-~

Q(Xl,...,xn):Q(B(Xl),...ﬁ(xn))

donde B . P (E) — P (E) se construye utilizando el principio de extension estdndar

(ndtese que al ser 3 una biyeccion B define simplemente una permutacion de los
grados de pertenencia).

El siguiente teorema [47, pag. 299] establece que todo cuantificador semi-borroso
cuantitativo puede evaluarse a partir de las cardinalidades de las combinaciones
booleanas de los conjuntos argumento. Introducimos aqui este resultado porque
resulta de mucho interés tanto para el desarrollo de la clasificacion de cuantificadores
semi-borrosos desarrollada en el capitulo 4, como para el estudio de las soluciones
algoritmicas asociadas a los QFMs definidos en esta memoria que se ha realizado en
el apéndice B:
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Teorema 3 [}7, pdg. 299]Un cuantificador semi-borroso @Q : P (E)" — T sobre un
conjunto base F # & finito es cuantitativo si y solo si Q se puede calcular a partir
de las cardinalidades de sus argumentos y sus combinaciones booleanas, i.e., existen
K € N expresiones booleanas ®1 (Y1,...,Yn), ..., P (Y1,...,Ys) tales que

QYr,....Yn)=q(®1 (Y1,...,Yo) ..., P (Y1,...,Y}))

para todo Yy,...,Y, € P(E).%
La siguiente propiedad se define a partir del Teorema 25 de [47, pdg. 139].

Definicién 11 (Propiedad de cuantitatividad) Sea F un QFM. Diremos que
F cumple la propiedad de cuantitatividad si para todo cuantificador semi-borroso
Q:P(E)" — 1 se cumple que Q es cuantitativo si y sélo si F (Q) es cuantitativo.

Consecuencias de la propiedad.

Esta propiedad asegura que si un cuantificador semi-borroso es cuantitativo,
entonces también lo es el cuantificador borroso correspondiente. Por ejemplo, consi-
. ’ 2
deremos el cuantificador algin:P (E)” — I

0 : InYo=0

Este cuantificador es cuantitativo, ya que no se ve afectado por permutaciones
en el orden de los elementos del referencial. Por ejemplo, para E = {ej,es,e3} v
6. FE — FE tal que

5(61) = 6’2,5(6’2) = 6’3,5(63) =€

tenemos que
algin ({e1, ex}, {ea, e3}) = algun ({es, e3}, {e3,e1}) =1

Como consecuencia del cumplimiento de esta propiedad, F (algin) también es
cuantitativo.

25Por simplicidad se ha suprimido una parte del teorema que no es de interés para esta memoria.



1.4. Propiedades de los QFMs 41

Valor de verdad inducido

Esta propiedad estd relacionada con la evaluacién del grado de verdad de un
elemento particular [47, seccién 3.3.]. La propiedad, tal como la vamos a enunciar,
forma parte del conjunto de axiomas que caracterizan a los DFSs tanto en [41] como
en [47].

En el caso clédsico, podemos definir un cuantificador 7, : P (E) — 2 que com-
prueba si el elemento e pertenece al conjunto argumento. De igual manera, en el
caso borroso podemos definir un cuantificador borroso 7, : P (E) — I que devuelve
el grado de verdad del elemento e en el conjunto argumento. Es natural requerir que
la imagen del cuantificador cldsico m, a través de un QFM sea 7.

Las definiciones formales de los cuantificadores m, y 7, son:
Definicién 12 [/7, pdg. 93]/Sea E un conjunto referencial y e € E. El cuantificador
de proyeccion w, : P (E) — 2 se define como

me (V) = xv (€) (1.7)

para todo Y € P (F).
La definicion correspondiente en el caso borroso es:

Definicién 13 [/7, pag. 9//Sea E un conjunto referencial y e € E. El cuantificador
de proyeccidn borroso . : P (E) — 2 se define como

%e (Y) =Xy (6)
para todo Y € P (F).

A partir de las definiciones anteriores se establece la propiedad que garantiza que
un QFM generaliza el cuantificador 7, adecuadamente:

Definicién 14 (Generalizacion del cuantificador de proyeccién) [47, pdg. 9/,
pdg. 110]Sea F un QFM. Diremos que F cumple la propiedad de generalizacion del
cuantificador de proyeccion si se cumple que

F(me) =T

para B # @ ye € F.
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Consecuencias de la propiedad.
Por ejemplo, si Pedro € F entonces

F (Tpedro) (alto) = fialto (Pedro)

Funciones de verdad inducidas

Muchas de las propiedades que se presentan en este apartado son generalizaciones
de propiedades que se cumplen en el caso cldsico (por ejemplo, las propiedades
de negacion externa, interna y dualidad que veremos en breve). En la definicién
binaria de la mayoria de estas propiedades intervienen operaciones conjuntistas (i.e.,
complementos, uniones, intersecciones) que deben ser sustituidas por sus andlogas
borrosas en su generalizacién al caso continuamente valuado [47, seccién 3.4.].

Una posibilidad para llevar a cabo esta generalizacién es elegir un conjunto de
funciones logicas borrosas (i.e., una funcién de negacién, una tnorma, una tconorma,
etc.) y utilizarlas para definir las andlogas borrosas de las relaciones que se cumplen
en el caso semi-borroso. Pero esta decision, ademas de arbitraria, restringiria de
alguna manera los QFMs adecuados a aquellos compatibles con las operaciones
elegidas.

En [41,45,47] las distintas propiedades de interés se definen utilizando operadores
logicos compatibles, en cierta manera, con el QFM F en cuestion. Para ello, en
estos trabajos se plantean dos construcciones que permiten asociar a las operaciones
légicas binarias (i.e., identidad, negacion, conjuncion, disyuncién, etc.) sus andlogas
multivaluadas derivadas de la aplicacion de F. Las operaciones logicas inducidas
por un QFM coinciden para ambas construcciones cuando éste es un DF'S.

Veremos que la utilizacién de las funciones de verdad inducidas en la definicién
de los criterios de adecuacién de los QFMs busca que estos sean consistente en si
mismos; es decir, que sean coherentes con las relaciones definidas a través de las
funciones de verdad que inducen.

Planteamos a continuacién los mecanismos mencionados. El primero es el uti-
lizado en [41, seccién 1]. En [47, capitulo 3] se puede encontrar la definicién de

ambos.26

Mecanismo a).

26La exposicién de los mecanismos es casi textual.
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La construccién que expondremos a continuacion puede encontrarse en [47, sec-
cién 4.4]. Esta construccion se basa en la observacion de que (a) el conjunto de
valores de verdad nitidos 2 = {0,1} y el conjunto de partes de {x} (P ({x})) son
isomorfos; y (b) el conjunto de valores de verdad I = [0, 1] y las partes borrosas de
{} (P ({*})) también son isomorfos, donde {*} es un conjunto arbitrario unitario,
e.g. {x} = {@}. Las funciones que permiten establecer estos isomorfismos son las
biyecciones (a) 1, : P ({*}) — I; y (b) T : P ({*}) — L La idea bésica es utilizar
la biyeccion 7, : P ({x}) — I para transformar las funciones de verdad iniciales en
cuantificadores semi-borrosos, a los cuales podemos aplicar el QFM F. Y después,
utilizando la inversa de la biyeccién 7, : P ({*}) — I, podemos convertir el cuantifi-
cador borroso resultante de aplicar F en la funcién de verdad deseada. Formalmente,
esta construccion es la siguiente:

Definicién 15 [47, pdg. 122[Sea f : 2" — 1 una funcion cualquiera. Podemos ver
| como un cuantificador semi-borroso f*: P ({x})" — I definiendo

f*(Y—h;Yn)zf(ﬂ'*(Y—l)a77T*(Yn))

para todo Yy, ..., Y, € P({x}). Aplicando el QFM considerado F, f* se generaliza
a un cuantificador borroso F (f*): P ({x})" — 1, a partir del cual podemos obtener

una funcion de verdad borrosa F (f): 1" =1,

F(f) (1, . 20) =F(f*) (%;1 (z1),...,7. " (a:n))

para todo x1,...,z, € L

Ejemplo 4 Considérese la funcién de verdad A : 2% — 2 definida como
A(0,0) =A(0,1)=A(1,0)=0,A(1,1) =1

A partir de esta funcién construimos el cuantificador semi-borroso N* : P ({x})* — I
definido como

N(D,2) = A (m (D), 7, (D)) = A(0,0) =
N (@, {x}) = A (1 (D), 7 ({41)) = A (0,1) =
A ({#}, @) = A ({+}) 7 (9)) = A (1,0) =
A (s ) = Al ({51, m ({+1) = A (L 1) =
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Y a partir del cuantificador semi-borroso A* : P ({x})*> — I construimos la funcién

de verdad inducida por el mecanismo

F(A) (w1, 20) = F(N) (7, (1), 7, (2))

Nétese que 7.1 (x) = {x/*}.

Mecanismo b).

Esta construccién se puede encontrar en [47, seccién 3.4]. Para la definicién de
este mecanismo se debe observar que 2™ es isomorfo a P ({1,...,n}), utilizando la
biyeccién 7 : 2" — P ({1,...,n}) definida por

n(zy,...,zn) ={ke{l,...,n}:z =1}

para todo z1,...,x, € 2. En el caso borroso es posible realizar una construccion
ansloga, donde I" es isomorfo a P ({1,...,n}) utilizando la biyeccién 7 : I" —
P ({1,...,n}) definida por

Wii(ar,...xn) (K) = T4,

para todo zy,...,x, v k € {1,...,n}. Estas biyecciones se pueden utilizar para
transformar funciones de verdad semi-borrosas (i.e. funciones de 2" — I) en sus
correspondientes cuantificadores semi-borrosos Qf : P ({1,...,n}) — I, los cua-
les implementan las funciones de verdad proposicionales en cuantificadores semi-
borrosos. De la misma manera, se pueden transformar cuantificadores borrosos
Q : P({1,...,n}) — I en funciones de verdad borrosas f : I" — I, las cuales

implementan la transformacién inversa requerida.

Definicién 16 [}7, pdg. 96] Sea F un QFM y f : 2" — I una funcion (i.e. una
‘funcion de verdad semi-borrosa’) para algin n € N. El cuantificador semi-borroso
Qs :P{1L,...,n}) — I se define como

Qr(Y)=f(n"(Y))

para todo Y € P ({1,...,n}). En términos de Q; la funcion de verdad inducida
F(f): 1" =1 se define por

F(f)(x1,...,2,) = f"(Qf) (' (21, ..o )

para todo xy,...,x, € 1.
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Ejemplo 5 Considérese la misma funcion de verdad A : 22 — 2 que en el ejemplo
4:
A(0,0) =A(0,1)=A(1,0),A(1,1) =1

A partir de esta funcidn construimos el cuantificador semi-borroso Qn : P ({1,2}) —
I definido como

Qn(@)=A(n""(2)) =nA(0,00=0
Qn{1H)=A(m"({1}) =1(1,00=0
Qn({2h) =A (" ({2}) = <0 1) 0

Qn({12h)=An(n"({1,2}) = =1

Y a partir del cuantificador semi-borroso Qx : P ({1,2}) — I construimos la funcion

-1

de verdad borrosa inducida por el mecanismo

F(A) (z1,2) = F(Qy) (7 (21, 72))

Noétese la diferencia entre la aplicacién del mecanismo a) y la del mecanismo b)
para construir las funciones de verdad inducidas. Para construir la funcién inducida
por un QFM F de una funciéon proposicional semi-borrosa f : 2" — I utilizando
el primer mecanismo nos apoyaremos en un cuantificador semi-borroso binario () :
P ({+})® — I mientras que si utilizamos el segundo mecanismo nos apoyaremos en

un cuantificador semi-borroso unario @ : P ({1,2}) — L.

En general denotaremos por =, A, V,— las funciones de verdad inducidas por un
QFM. Cuando las funciones de verdad inducidas por un QFM sean distintas depen-
diendo del mecanismo utilizado en su construcciéon lo indicaremos explicitamente.

Las operaciones inducidas sobre conjuntos borrosos, i.e. complemento borroso
= P(E) — P(E), interseccién borrosa N : P (E)* — P (E), unién borrosa U :
P (E)* — P(E), se pueden definir aplicando a los elementos individuales ¢ € E
las operaciones de verdad inducidas = : I — I, A : IxI — I, V:IxI — I,
respectivamente. Por ejemplo, el complemento inducido =X € P (E) de X € P (E)

se define como
p=x (e) = =px (e)
para todo X € P(E) y e € .

A partir de las definiciones anteriores definimos la siguiente propiedad adecuada
para los esquemas de borrosificacion de cuantificadores semi-borrosos.
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Definicién 17 (Propiedad de operaciones inducidas) Sea F un QFM. Dire-
mos que F cumple la propiedad de operaciones inducidas si se cumple

a. idy = F (ids) es la funcién de verdad identidad.

b. = = F (=) es un operador de negacion fuerte.

c. A=F(A) es una tnorma.

d. V= F (V) es una tconorma.

e. = = F(—) es una funcién de implicacién.

donde —, \,V y — denotan respectivamente las funciones de negacion, conjuncion,
disyuncion e implicacion cldsicas, e idy : 2 — 2 la funcion identidad bivaluada.

En la definicién de la propiedad se ha utilizado el mecanismo b) para la construc-
ci6n de funciones de verdad inducidas. La definicién para el mecanismo a) es andloga.
En el analisis de propiedades de los modelos se estudiaran ambas alternativas.

Consecuencias de la propiedad.

Por ejemplo, si FF = {Pedro}, X; = {0,7/Pedro} (e.g., la medida en que Pedro
es alto) y Xy = {0,4/Pedro} (e.g., la medida en la que Pedro es rubio), entonces

f (ﬂ) (Xl, XQ) == f(/\) (0,7, 0,4)

es la medida en que Pedro es alto y rubio.

Propiedad de trasposiciéon de argumentos

La propiedad de trasposicion de argumentos formaba parte del conjunto original
de axiomas planteados en [41] para caracterizar los DFSs. Su interés principal reside
en que permite caracterizar algunas propiedades de simetria de los cuantificadores.

La exposicién de esta propiedad es un resumen de la planteada en [47].

Definicién 18 (Permutacién de argumentos) [47, pdg. 123] Sea Q : P (E)" —
I un cuantificador semi-borroso y B : {1,...,n} — {1,...,n} una permutacion. Por
QB :P(E)" — 1 denotamos el cuantificador semi-borroso definido como

QB (Y1, ., V) = Q (Ya), -, Yaw)

para todo Yi,...,Y, € P(E). En el caso de cuantificadores borrosos Q3 : P (E)" —
I se define andlogamente.
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A continuacién se introduce la definicién de trasposiciéon realizada en [47, pag.
124], que nos permitird reescribir las permutaciones de una manera més adecuada
(nétese que cualquier permutacién se puede expresar como composicién de traspo-

siciones).

Definicién 19 (Trasposicién) Para todon € N (n > 0) ed,j € {1,...,n}, la
trasposicion 7; ;- {1,...,n} — {1,...,n} se define como

T’i,j <]€> = j . ]C =1

para todo k € {1,...,n}. Ademds, por 7; se abreviard la permutacion T;, (que

intercambia las posiciones de i y n). Nétese que 7, ; = 7,0 Tj 0 T;.
La definicion analoga a la definicion 19 es la siguiente:

Definicién 20 (Trasposicién de argumentos) Sea Q : P(E)" — 1 un cuan-
tificador semi-borroso, n > 0. Por Qr; : P(E)" — I denotamos el cuantificador

semi-borroso definido como

QT’i(Yla"'7)/;—17}/;7)/’i+17'"7Yn):Q(Yla"'a)/’i—hYna)/’H—l)'"7)/1')

para todo Y1, ..., Y, € P(E). En el caso de cuantificadores borrosos éTi :P(E)" —
I se define andlogamente.

A partir de las definiciones anteriores se establece la propiedad que garantiza que
un QFM generaliza las trasposiciones de argumentos adecuadamente:

Definicién 21 (Propiedad de trasposiciéon de argumentos) Sea Q : P (E)"
— I un cuantificador semi-borroso. Diremos que un QFM F cumple la propiedad de

trasposicion de argumentos si

F(Qm) = F(Q)i
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Consecuencias de la propiedad.

Debido a que las permutaciones se pueden expresar como una secuencia de tras-
posiciones, esta propiedad garantiza que el QFM conmuta con la permutacién arbi-
traria de argumentos del cuantificador. En particular, se garantiza que las propieda-
des de simetria sobre @ se trasladan a F (@Q). Por ejemplo, si F es un QFM que garan-
tiza esta propiedad, entonces F (algun) (altos, rubios) = F (algan) (rubios, altos)
siendo altos y rubios propiedades borrosas, ya que

F (algin) (altos, rubios) = F (alginry) (altos, rubios)
= F (algin) 3 (altos, rubios)
= F (algun) (rubios, altos)

dado que

algtin (Y3, Ys) = algtin (Y3, Y1)
= algﬁnTQ (Yl, YQ)

Propiedad de negacién externa

A partir de la negacion borrosa inducida y del complemento borroso inducido se
van a definir tres propiedades muy importantes desde el punto de vista lingiiistico:
la propiedad de negacion externa, la propiedad de negacion interna y la propiedad
de dualidad.

Aunque estas propiedades han sido contempladas habitualmente en la TGQ), sélo
recientemente han recibido un tratamiento adecuado desde el punto de vista borroso
[41,47]. No obstante, el interés del cumplimiento de las propiedades de negacién
externa e interna ha sido evidente desde los primeros trabajos de Zadeh [103].

La propiedad de negacion externa formaba parte del conjunto inicial de axiomas
utilizado para caracterizar los DFSs en [41].

La definicién de la propiedad de negacion externa [47, Seccién 3.5] es la siguiente:

Definicién 22 (Negacién externa) [/7, Pdg. 97]La negacion externa de un cuan-
tificador semi-borroso Q : P (E)" — 1 se define como

(5Q) (Y1, Ya) == (Q (V1,..., V)
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para todo Yi,...,Y, € P(E). La definicion de =Q : P(E)" — I en el caso de

cuantificadores borrosos Q : P (E)" — 1 es andloga.

Desde el punto de vista lingiiistico, la negacién externa de “todos los estudiantes

son espanoles” es “no todos los estudiantes son espanoles”.

Un QFM generaliza la propiedad de negacion externa de forma adecuada si se
cumple la siguiente propiedad, equivalente al axioma de negacion externa definido
en [41, pdg. 22]:

Definicién 23 (Propiedad de negacién externa) [/1, pdg. 22] Sea Q : P (E)"
— I un cuantificador semi-borroso. Diremos que un QFM F cumple la propiedad de

negacion externa Si

F(=Q) ==F(Q)

Como normalmente nos apoyaremos en nimeros borrosos (e.g. pg : N — I
6 pug : [0,1] — I) para definir los cuantificadores vamos a definir el negado u=q de

un numero borroso jig como
p=q () = Tpq ()

Consecuencias de la propiedad.

Como ejemplo, gracias a esta propiedad se cumple que

F (menos_de_10) (X, X5) = F (Sal_menos_10) (X, X»)
= =F (al_menos_10) (X1, X5)

donde los cuantificadores semi-borrosos menos_de_10 (Y;,Ys) : P (E)* — Iy al_me
nos_10 : P (E)?> — I se definen como

0 : |Y10Y2| 210

menos.de-10 (¥, ¥2) = { 1 @ [YinYy <10
. 1 2

0 : [iNY; <10
al_ menos_10 (Y}, Y5) = Yiny
1 : |Y1 N Y2| Z 10
Es decir, se garantiza la equivalencia entre las expresiones “menos de diez estu-
diantes altos son rubios” y “es falso que al menos diez estudiantes altos son rubios”

en el caso borroso.
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Propiedad de negacién interna

La propiedad de negacion interna es otra de las propiedades que se basan en
la funcién de negacién inducida. La primera formalizacion adecuada de la negacion
interna desde el punto de vista borroso es la planteada en [41, pag. 23]. De igual
manera que la propiedad de negacion externa, la negacioén interna constituye uno de
los axiomas del marco axiomadtico inicial de Glockner [41, pag. 22]:

A continuacién damos la definicién de la negacién interna de un cuantificador:

Definicion 24 [}7, pdg. 98] Sea Q : P (E)" — 1 un cuantificador semi-borroso de
aridad n > 0. La negacién interna Q—: P (E)" — I de Q se define como

Q- (Y1,....Yn) =Q(Y1,...,Yy)

para todo Yi,...,Y, € P(FE). La negacion interna @: P (EY" — 1 de un cuantifi-
cador borroso Q : P (E)" — 1 se define andlogamente, basdndose en el operador de
complemento inducido —.

Por ejemplo, la negacién interna de todos :P (E)2 — 1

0 Y12Y-
todos = ! Q 2
I 1CY,

es ninguno : P (E)” — I ya que
todos (Y1, Ys) = = todos (Y1, ~Ys)

:{o Yi ¢ Y

I Y1 €Y,

o vinY:#£2
]l vinY,=0

= ninguno (Y1, Ys)
La definicion de la propiedad de negaciéon interna es la siguiente:

Definicién 25 (Propiedad de negacién interna) [/1, pdg. 22] Sea Q : P (E)" —
I un cuantificador semi-borroso de aridad n > 0, diremos que un QFM F cumple la
propiedad de negacion interna st

F(Q)=F (@5
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Como normalmente nos apoyaremos en nimeros borrosos (e.g. pg : N — I
6 po : [0,1] — I) para definir los cuantificadores vamos a definir el anténimo o=

de un nimero borroso pg como

po () = po (1] — x)

si pug es del tipo pg : N — 1y

po () = pg (1 — )
si pg es del tipo pg : [0,1] — 1.
Consecuencias de la propiedad.

Esta propiedad garantiza el cumplimiento de la propiedad de negacién interna

en el caso borroso. Por ejemplo, se cumple que

F (todos) (X1, X3) = F (todos) (X1, 77X5)
todos) = (X1, =X))
todos—) (X1, =X>)

ninguno) (X1, =X5)

f
f’
f

F(
(
(
(

es decir, se asegura la equivalencia entre las sentencias “todos los estudiantes altos

son rubtos” y “ningun estudiante alto es no rubio”.

Propiedad de dualidad

La propiedad de dualidad es consecuencia de las propiedades de negacion externa
e interna. En [47] constituye uno de los axiomas utilizados para definir los DFSs, y
sustituye a los axiomas derivados de las propiedades de negacién externa e interna

utilizados en [41].

El cuantificador dual de uno dado se define a continuacién:

Definicién 26 (Cuantificador dual) /47, pdg. 99JEl dual QO : P (E)" — I de

n

un cuantificador semi-borroso QO : P (E)" — I, n > 0 se define como

QO (Yi,...,Y,) ==Q (Y,...,~Yy)

para todo Y1, ..., Y, € P(E). El dual @ﬁ = :@; de un cuantificador borroso @ se

define andlogamente.
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Por ejemplo, el dual de todos :P (E)* — I

todos = 0 YI’CZY2
1 1CY,

es algun: P (E)? — I ya que
todos] (1, Y2) = Stodos (Y, 1Y)

~{0 Y1 ¢ Ve

I Y1 €Y,

0 YinYs £ 2
YinY,=

1 meﬁé@
0 ViNY,=

algin (Y1, Ys)

I
—N—

A partir del axioma de dualidad [47, pag. 100, 110] se define la siguiente propie-
dad:

Definicién 27 (Propiedad de dualidad) Sea Q : P (E)" — I un cuantificador
semi-borroso de aridad n > 0, diremos que un QFM F cumple la propiedad de
dualidad si

F(QD) =F (@D
Consecuencias de la propiedad.

Esta propiedad garantiza que el cumplimiento de la dualidad se traslada al caso
borroso. Por ejemplo, se cumple que

=F (todos) = (X1, Xo) = F (todos) O (X1, X,)
—F (todosﬁ) (X1, Xo)
= F (algtn) (X1, X»)
es decir, se asegura la equivalencia entre las sentencias “no todos los estudiantes

altos no son rubios” y “algun estudiante alto es rubio”.

La relacion entre las propiedades de negacion externa, interna y dualidad se suele
mostrar utilizando cuadrados aristotélicos [40,41,47]. En la figura 1.5 se muestra el
cuadrado aristotélico relativo a los cuantificadores todos, algiin, ninguno, y no

todos.
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Negacion interna
todos(Y,,Y,) =« > ningun(Y,,Y,)

A A

3

Dual NegaclA externa Dual

\4

v Negacion interna

algun(Y,,Y,) < > no todos(Y,,Y,)

Figura 1.5: Cuadrado aristotélico que representa las relaciones de negacion y dualidad

entre los cuantificadores todos, algun, ningun y no todos.

Propiedad de intersecciones y uniones

La propiedad que se enuncia en este apartado complementa las propiedades ba-
sadas en las operaciones de complemento y negacién inducidas (las propiedades de
negacién externa, interna y dualidad). En conjuncién con éstas, permite que las
combinaciones booleanas de los conjuntos argumento se trasladen al caso borroso.
Tanto en [41] como en [47] se utiliza un axioma similar a la propiedad que se va a
plantear para caracterizar los DFSs.

A continuacién definimos el “cuantificador unién” y el “cuantificador intersec-

cion” de uno dado.

Definicién 28 (Cuantificador unién) [/7, pdg. 101] Sea Q : P (E)" — I un
cuantificador semi-borroso de aridad n > 0. Definimos el cuantificador semi-borroso
QU :P(EY"T =T como

Q U (Yia ceey Yn7 Yn—l—l) = Q (Yia cee 7Yn—17 Yn U Yn—i—l)
para todo Y1,...,Yai1 € P(FE). En el caso de cuantificadores borrosos @O se define

andlogamente, basandose en la operacion sobre conjuntos borrosos U.

Definicién 29 (Cuantificador interseccién) Sea Q : P (E)" — I un cuantifi-

cador semi-borroso de aridad n > 0. Definimos el cuantificador semi-borroso QN :
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P(E)" =1 como
QN(Yy, ...V, Y1) =Q (Y1, ..., Yo 1, YaNYiy)

para todo Y1,...,Y,i1 € P(FE). En el caso de cuantificadores borrosos @ﬁ se define
andlogamente, basdndose en la operacidn sobre conjuntos borrosos N.

El cuantificador interseccién se puede expresar a partir del cuantificador unién
por medio de las leyes de De Morgan y el complemento.

Expresiones similares a. “todos los Y7 son Y5 0 Y37 donde Y7, Y5, Y3 son conjuntos
nitidos pueden ser evaluadas mediante cuantificadores de menor aridad gracias a las
construcciones que se acaban de presentar:

todos U (Y1, s, Y3) = todos (Y7, Yo U Y3)
La definicion de la propiedad de uniones e intersecciones es la siguiente:

Definicién 30 (Propiedad de uniones e intersecciones) Sea Q: P (E)" — 1
un cuantificador semi-borroso, n > 0. Diremos que un QFM F preserva la propiedad
de las uniones y las intersecciones si se cumple:

F(QU) =F(Q)U
F @) =F(@Q)nN

Consecuencias de la propiedad.

Puesto que algiin= 3N (desde el punto de vista seméntico las sentencias “algin
estudiante es espanol” y “existe alguien que es estudiante y espanol” son equivalen-
tes) entonces

F @) (XiFXs) = F (3) A Xy, Xa)
F (3N) (X4, Xy)
f

(algtin) (X1, X3)
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De igual manera, como

\V/UTl_\Tl (Yi, Yé) = todos (Yl, Yg)

entonces?’

F (todos) (X1, Xz) = F (V) (7X1UX>)

Propiedad de monotonia en los argumentos

Uno de los requerimientos esenciales de los QMF's es que preserven las propieda-
des de monotonia de los cuantificadores semi-borrosos. En este apartado se presenta
la primera de las propiedades de monotonia que vamos a considerar; la propiedad

de monotonia en los argumentos.

La propiedad de monotonia en los argumentos pertenece al conjunto de axio-
mas que caracterizan los DFSs tanto en [41] como en [47]. La misma se define a

continuacion:

2"Vamos a desarrollar la expresién VU7 —7; para demostrar que se cumple la igualdad mencio-

nada. Primeramente nétese que

YU (Y1,Y2) = (f: (V) = V(Y)) U (Y1,Y2)
= (' (Y,Y5) — f(Y{UY3)) (Y1,Y2)
= (' (Y,Yy) = V(Y] UY?)) (V1,Y2)
=V (Y1UY5)

es decir, VU : P(E)2 — I es una funcién que le asocia al par de conjuntos nitidos (Y7, Y2) el
resultado de evaluar V (Y7 U Y3).
Utilizando la misma metodologia realizamos el desarrollo completo:

YUr—m = (f : (Y1,Ys) = V(Y1UY)) 117y
=(f" (Y,Y3) = f (Y2, Y1) =71
= (f": (¥1,Y3) = ¥V (Y2UY1)) -7y
=(f" (YY) = (Y, Y5 n
=(f": (1" Yy) = V(3 u-Y)n
(P )
= (7 O S Y U)

= todos
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Definicién 31 (Monotonia) [47, pdg. 102] Diremos que un cuantificador semi-
borroso Q : P (E)" — 1 es no decreciente en su argumento i € {1,...,n} si

Q(Yh?)/l?ayn) SQ(Yla"w}/i—l?)/i/?)/i—i—l?'"7Yn)

siempre que los argumentos Y1,...,Y,, Y, € P(E) satisfagan que Y; C Y/ . Diremos
que @ es no creciente en su arqgumento i si bajo las mismas condiciones, se cumple

siempre que
Q(Yh"'?Y—i?"'vYn) > Q(Ylv"-7Y—i—17Y—i/7Y—i+17"-7Yn)

Las definiciones correspondientes para cuantificadores borrosos @) : P (E)" — 1 son
enteramente analogas. En este caso, los argumentos recorren P (E), y ‘C’ es la
relacion de inclusion usual (X1 C Xy si px, (e) < ux, (e) para todo e € E).

. . . » 2 /
Por ejemplo, el cuantificador semi-borroso algin: P (E)” — I es mondétono no

decreciente en ambos argumentos.

La siguiente propiedad garantiza la extensién de la propiedad de monotonia en

los argumentos a cuantificadores borrosos:

Definicién 32 (Propiedad de monotonia) [/7, pag. 105]/Diremos que un QFM
F preserva la propiedad de monotonia en los argumentos si la imagen de los cuan-
tificadores semi-borrosos @ : P (E)" — I no decrecientes (respectivamente no cre-
cientes) en su argumento i € {1,...,n} por F es también no decreciente (respecti-

vamente no creciente) en su argumento i.

Consecuencias de la propiedad

El cumplimiento de esta propiedad garantiza que JF (algun) : P (E)* — I es
mondétonamente no decreciente en sus dos argumentos.

En [41,47] se define también el concepto de monotonia local, que restringe la

monotonia a un cierto rango.

Propiedad de monotonia en los cuantificadores

La propiedad de monotonia en los cuantificadores es una consecuencia muy im-
portante de los axiomas que caracterizan los DFSs [41,47]. De manera independiente
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ha sido definida en [80, pdg. 73] para cuantificadores unarios bajo el nombre de pro-

piedad de inclusion de cuantificadores.

Esta propiedad establece que cuando un cuantificador semi-borroso () es “mas
especifico” que otro @’ (intuitivamente, ¢ produce resultados menores que @’ para
los mismos argumentos nitidos) las extensiones borrosas F (Q) y F (Q') deben man-
tener las relaciones de especificidad (es decir, F (Q) produce resultados menores que
F (@) para los mismos argumentos borrosos).

Definicién 33 (Monotonia en el cuantificador) [/7, pag. 134/ Sean Q, Q' :
P (E)" — T cuantificadores semi-borrosos. Diremos que Q < Q' (respectivamente
Q > Q') siparatodoYy,...,Y, € P(E) se cumple que Q (Y1,...,Y,) < Q (Y1,...,Y,)
(respectivamente @ (Y1,...,Y,) > Q' (Y1,..., )) Para cuantificadores borrosos de-
finiremos é (X1,...,X,) < @’ (X1,..,Xn) ¥ Q > Q’ de manera andloga, sin mds
que tomar X1, ..., X, € P (E).

Por ejemplo, para los siguientes cuantificadores semi-borrosos

[Y1NYa|
QM. Ys) = {50306(1 i) ;1%2 (1.8)
| =
Q (Y1, Ys) = 0508( ) Y, # 2
, 1 leg

se cumple que Q < )'. Los ntimeros borrosos que se utilizan en la definicién de estos

cuantificadores se representan en la figura 1.6.

La siguiente propiedad se define tomando como base el enunciado del Teorema
18 de [47, pag. 134]:

Definicién 34 (Propiedad de monotonia en los cuantificador) [/7, pag. 134/
Sea F un QFM, y Q,Q" : P(E)" — I cuantificadores semi-borrosos. Diremos que
F cumple la propiedad de monotonia en los cuantificadores Q < Q' si y sdlo si

FQ)<F(Q).

Consecuencias de la propiedad

Esta propiedad garantiza que F (Q) < F (Q') para los cuantificadores definidos

en la expresion 1.8.
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0 +———E—EA—————
0 0.3 05 1

Figura 1.6: Numeros borrosos asociados a los cuantificadores semi-borrosos @, Q" :
P (E)* — I definidos en la expresién 1.8.

De igual manera que para la propiedad de monotonia en los argumentos, en
[41,47] también se define el concepto de monotonia local en el cuantificador, que

restringe la monotonia en el cuantificador a un cierto rango.

Coherencia con los cuantificadores estandar

En esta propiedad se establece que la extensién de los cuantificadores clasicos
(3,V,algtn y todos) por un QFM F sea coherente con los operadores l6gicos
inducidos por F. Esta propiedad ha sido considerada de manera independiente en
[80, secciones 3.2.1 y 3.2.2] y [41, seccién 3.4], [47, seccién 4.16], aunque en [41,47]
se maneja como una consecuencia de los axiomas que definen los DFSs.

Definicién 35 (Propiedad de coherencia con la 16gica) [47, seccion 4.16] Di-
remos que un mecanismo de borrosificacion F es coherente con la logica si se cumple

f(ﬂ)(X):sup{igluX (@):A={a1,..am }EP(E) aita; si i;éj}

.F(V)(X):inf{iglux(ai):A:{a1,m,am}GP(E),ai;éaj k) i;éj}

<3
I

F(atgin) (s Xay=sup{ ¥ ix, @)y (@) A={a1,an} €P(E)asas si 7 |

f(tOdOS)(Xl ,XQ)Zfo{ »Z\lp'Xl (ai):?ux2 (ai):A:{al,...,am}E’P(E),aﬁﬁaj El 175‘]}
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Consecuencias de la propiedad.

Esta propiedad asegura que la extension de los cuantificadores estandar produce

los resultados esperables desde el punto de vista borroso.

Propiedad de insercion de argumentos nitida

Dado un cuantificador semi-borroso @ : P"(FE) — I, n > 0, la insercién de
argumentos nitida permite la construccion de un nuevo cuantificador semi-borroso
de aridad n — 1 por la insercién de un argumento nitido A € P (F) como ultimo
argumento del cuantificador. Combinado con la propiedad de trasposicion de argu-
mentos, permite la insercion de argumentos en posiciones arbitrarias. Tal como se
explica en [47, seccién 4.10], la insercion de argumentos permite modelar la restric-
cion adjetival. Por ejemplo, en “muchos hombres casados tienen hijos” el adjetivo
“casados” establece una restriccion sobre el conjunto de hombres considerados.

En [47, seccién 4.10] también se menciona que la insercién de argumentos es
importante en relacion con el principio de composicionalidad de Fregue, que establece
que el significado de una expresién compleja debe ser funcién del significado de sus

subexpresiones.

La insercién de argumentos nitida puede parecer de interés menor. No obstante,
esta propiedad forma parte del conjunto de axiomas inicial considerados por Glock-
ner para la definicién de los DFSs en [41]. Ademads, su extensién al caso borroso
no sélo es muy interesante, sino que es un requisito necesario para el modelado
adecuado de expresiones con cuantificacion anidada (véase la seccién 4.6).

La insercién de un argumento nitido se define como:

Definicién 36 (Insercién de argumentos nitida) [/7, pdg. 130/Sea @ : P" (E) —
I un cuantificador semi-borroso, n > 0, y A € P(E). Por Q < A: P 1 (E) — 1
denotamos el cuantificador semi-borroso definido como

QQA(YD"';YTL—1>ZQ(Yia"'ayn—laA)

para todo Yy, ..., Y, 1 € P(E). De manera andloga, se define Q <t A con A € P (E).

La siguiente propiedad se define a partir del teorema 15 de [47, pag. 131]:
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Definicién 37 (Propiedad de insercién de argumentos nitida) Sea F un QFM.
Diremos que F es compatible con la insercion de argumentos nitida si se cumple que

FRuA)=FQ) <A

para todo cuantificador semi-borroso QQ de aridad n > 0, y todo subconjunto nitido

AeP(E).

Consecuencias de la propiedad

El fenémeno de la restriccién adjetival por un conjunto nitido puede ser mo-
delado por la insercion de argumentos. Consideremos la sentencia “muchos de los
: . . iy 2 .
estudiantes espanoles son informdticos”. Sea muchos : P (F)” — I un cuantificador

semi-borroso binario; y nétese que,

muchosm N < Ary = (f': (Y{,Y,) — muchos (Y5, Y/)) N < Ay
= (7 07V — £ 7Y ) @ Ay
= (/" (Y, Y3, Yy) — muchos (Y, N Yy, V")) < Any
_ (f/// . (Y/// Y,//) N f,/ . (Y”/ Y,/, A)) 7_1
- . 142 . 1T 42
— (f/// . (}/1///’ YQ///) N muchos (}/2/// ﬂ A, }/1///)) 7_1
_ (f//// . (Y,/// Y////) N f/// . (Y//// Y,///))
= P SRR Yo, 1y
— (f//// . (YII///, }/2////) N muChOS (}/1//// m A, }/2////))

Entonces, para nuestro ejemplo

muchos7 N < espanolest; (estudiantes, informaticos)

= muchos (estudiantes N espanoles, informaticos)

Propiedad de compatibilidad con la aplicacién funcional

La propiedad de compatibilidad con la aplicacion funcional forma parte de los
axiomas que definen los DFSs tanto en [41] como en [47]. Esta propiedad exige que

todo QFM sea compatible con el principio de extension inducido por el mismo.

El principio de extension inducido por un QFM se define a continuacién:

Definicién 38 (Principio de extensién inducido) [47, pdg. 108] Todo QFM
F induce un principio de extension F que a cada funcion [ : E — E' (donde
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E,E' # @) le asigna una funcion F (f) : P (E) — P (E') que se define como

para todo X € P (E), ¢ € E'.

Nétese que en x 7, (€') la expresion [P (E) — P (E') es la extensién a con-
juntos de la funcién f (véase la definicién 8) por lo que X7 (€¢') es la funcién
caracteristica de esta extension; es decir, x 7, (¢’) es un cuantificador semi-borroso

que ante un conjunto Y € P (F) devuelve 1 cuando €’ € f(Y) y 0 en otro caso.

La propiedad de compatibilidad con la aplicacién funcional se define como sigue:

Proposiciéon 1 (Compatibilidad con la aplicacién funcional) [/7, pdg. 109]
Sea F un QFM dado. Diremos que F es compatible con su principio de extension
st la 1qualdad

F (Q 0 5?) = F (@ X F(f)

o lo que es lo mismo
F(Q0 KF (1) (X110 X0) = F (@) (F () (XD o, F (1) (1)

es vdlida para todo cuantificador semi-borroso @ : P (E)" — 1 y todas las funciones
i,y fn: BN — E con dominio E' # &, X|,..., X! € P(E').

Es decir, si F es un QFM que cumple la propiedad aplicacién funcional, se
obtienen idénticos resultados cuando aplicamos el principio de extensién inducido
a los conjuntos argumento Xi,..., X! € P (E') y luego aplicamos el cuantifica-
dor F(Q), que cuando definimos el cuantificador semi-borroso @) o Zglﬁ (que toma

conjuntos nitidos Y/,...,Y,, € P (E'), les aplica las funciones % ﬁ7 y luego evalia
i=1

Q : P*"(E) — 1), y le aplicamos el QFM F para calcular el valor de la funcién

F (Q o Qlﬁ) sobre X!,..., X, € P(F).

Consecuencias de la propiedad

Esta propiedad es muy importante en conjuncion con el resto de los axiomas
que definen los DFSs, ya que conjuntamente aseguran todas las propiedades que
acabamos de exponer.
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Otras propiedades importantes derivadas del marco axiomatico de los
DFSs

Para simplificar la exposicién no hemos considerado todas las propiedades deri-
vadas del marco axiomético de los DFSs sino inicamente aquellas que son de mayor
relevancia. En esta seccion vamos a realizar una pequena descripcion de algunas de
las propiedades derivadas del marco que no hemos tratado. Aconsejamos al lector

consultar [47, capitulos 3 y 4] para méas informacién acerca de estas propiedades.

En general, las propiedades que vamos a describir, o bien son requerimientos muy
bésicos dificilmente no verificados por los modelos de cuantificacién, o bien estan
muy relacionadas con las propiedades que acabamos de analizar. En todo caso, los
modelos que plantearemos en esta memoria verifican estas propiedades.

Dos propiedades no consideradas a las que ya se ha hecho referencia son las
propiedades de monotonia local en los argumentos y monotonia local en los cuan-
tificadores (véase la discusion de las propiedades de monotonia en los argumentos
y en los cuantificadores que hemos hecho en esta seccién), las cuales restringen la
conservacion de la monotonia a rangos especificos. Los modelos que se definen en
esta memoria verifican ambas propiedades. Puede consultarse [47, seccién 4.11] para

obtener mas informacion acerca de las mismas.

Otra propiedad en la que no vamos a profundizar es la propiedad de extensiones
cilindricas. Intuitivamente, la propiedad de extensiones cilindricas establece que los
argumentos redundantes pueden ser ignorados. Por ejemplo, sea @) : P (E)3 — 1
un cuantificador semi-borroso tal que @ (Y7, Ys, Y3) sélo depende del segundo argu-
mento Ys; es decir, @ (Y7, Ys, Y3) = Q' (Ys) para cierto @' : P (FE) — 1. Entonces es
esperable que F (Q) (X1, X2, X3) s6lo dependa de X, para Xp, Xs, X3 € ”ﬁ(E), 0
maés precisamente, que F (Q) (X1, X5, X3) = F(Q') (X2). Los modelos que se pre-
sentan en esta memoria cumplen la propiedad que se acaba de mencionar. Se pueden
encontrar més informacién acerca de esta propiedad en [47, seccion 4.6].

La propiedad de extensionalidad [47, seccion 4.14] establece que los QFMs se
comporten adecuadamente cuando “anadimos” al universo de referencia elementos
irrelevantes. Consideremos la sentencia “la mayoria de los individuos altos son ru-
bios”. Y supongamos que para evaluarla aplicamos un cierto QFM F al cuantificador
semi-borroso mayoria :P (E)®> — I para plantear después F (mayoria)(altos, ru-
bios). Intuitivamente, cuando afiadimos al universo de referencia F cierta cantidad

de elementos que no tienen nada que ver con las propiedades mencionadas (por ejem-
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plo, “sillas”) el resultado de F (mayoria)(altos, rubios) no se debe ver afectado.
Aunque esta propiedad es muy fundamental es violada por algunas de las aproxi-
maciones a la cuantificaciéon borrosa més conocidas. Por ejemplo, las propuestas de
Yager [93, pdg. 190], [94, pdg. 72] para cuantificadores proporcionales no cumplen
esta propiedad, tal como se demuestra en [47, seccién A.4]*® y se puede ver en la
seccion 1.5 de revision bibliografica.

Comentamos ahora la propiedad de contextualidad. Sea X € P (E) un conjunto
borroso cualquiera y denotemos por core (X) el niicleo de X y por spp (X) su sopor-
te2. Se define el contexto (ct) de un conjunto borroso X € P (E) como el rango
de conjuntos tales que core (X) CY C spp(X). Entonces, la propiedad de contex-
tualidad establece que si dos cuantificadores semi-borrosos @, Q" : P (E)" — I son
equivalentes en el contezto de ciertos conjuntos borrosos Xy, ..., X, € P(E) (en
el sentido de que producen los mismos resultados para los conjuntos de dicho ran-
go), entonces su extensién por un QFM F debe cumplir que F (Q) (X1,..., X,) =
F(Q) (Xy,...,X,). Intuitivamente, los Y € cxt (X) son los tinicos conjuntos que
pueden tener una medida de similaridad con X mayor que 0, por lo que si los
cuantificadores () y Q' producen los mismos resultados para los conjuntos del ran-
go cxt (Xy),...,cxt (X,) entonces es razonable que F (Q) (X1,..., X,) sea igual a
F(Q)(Xy,...,Xp). En [47, seccién 4.15] se da informacion detallada acerca de esta
propiedad. Los modelos definidos en esta memoria también la cumplen.

El marco axiomatico de los DFSs

Presentamos a continuacion el marco axiomético planteado en [43, 45,47, 50].
Dicho marco axiomédtico estd formado por 6 axiomas independientes [47, teorema
1, pdg. 112] cuyo cumplimiento garantiza todas las propiedades que acabamos de
exponer.

El marco en si es un refinamiento del marco inicial planteado por Glockner en [41,
pag. 22], formado por 9 axiomas no independientes. Ambos marcos axiomaticos son
equivalentes.

Definicién 39 [/7, definicion 24, pdg. 110] Diremos que un QFM F es un me-

28M4s precisamente, en los modelos propuestos por Yager para cuantificadores proporcionales,
el resultado puede variar cuando anadimos al referencial elementos con valor de pertenencia 0 al

conjunto borroso altos.
29Es decir, core (X)) ={e € E:pux (e) =1}y spp(X) ={e € E: ux (e) > 0}.
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canismo de borrosificacion de determinantes (DFS) si las siguientes condiciones se

satisfacen para todos los cuantificadores semi-borrosos Q : P (E)" — 1.

Generalizacion correcta UF(Q)) = sin<1 (Z-1)
Cuantificadores de proyeccion F (Q) =7, si Q = T, para algin e € E (Z-2)
Dualidad ( ) @0 n>0 (7-3)
Uniones internas FQU) =F(@Q)U n>0 (Z-4)

Si Q es no creciente en su argumento n,
Preservacion de la monotonia  entonces F (Q) es no creciente (Z-5)

en su argumento n, n > 0
F (@ 0 l,;ﬁ) =F(Q)o x F(f)
donde f1,...,fn: F — E, B # &

(2-6)

Aplicacion funcional

Noétese que el marco axiomatico estéd formado por una selecciéon de las propiedades
(o restricciones de éstas) que hemos presentado.

En [43,45,47,50] todos los QFMs que se definen son DFSs. Ademas, todos ellos
inducen la tnorma minimo y la tconorma maximo (véase la definicién de la propiedad
de operadores inducidos). El autor utiliza la nomenclatura DFSs estdndar para los

DFSs que inducen estos operadores.

1.4.2. Propiedades adicionales no derivadas del marco axiomati-
co de los DFSs

En esta seccion se exponen algunas propiedades muy importantes que no son
consecuencia del marco axiomatico de los DFSs. Dado el interés de las mismas, se
podria pensar en su inclusion dentro del marco axiomético de los DFS, pero en ge-
neral estos criterios son demasiado restrictivos. Algunos limitarian excesivamente el
numero de modelos aceptables; otros incluso entran en contradiccién con los axiomas

del marco.

Describimos a continuacion las propiedades que vamos a analizar. La propie-
dad de insercion borrosa de argumentos es la analoga borrosa de la propiedad de
insercion de argumentos nitida. Veremos que esta propiedad es un requerimiento
demasiado fuerte para los modelos de cuantificaciéon borrosa, ya que limitaria ex-
cesivamente el nimero de modelos aceptables. Las propiedades de continuidad son
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muy importantes desde el punto de vista practico pero no tanto desde el punto de
vista del analisis tedérico de los DFSs plausibles. La propiedad de conservatividad,
aunque muy importante desde el punto de vista lingiiistico, entra en contradiccion
con los axiomas que se utilizan para definir los DFSs. Por su parte, la propiedad de
propagacion de la borrosidad es un criterio interesante cuyo cumplimiento puede ser
beneficioso para ciertas aplicaciones pero perjudicial para otras.

Para finalizar, las propiedades de media para el cuantificador identidad y de
interpretacion probabilistica de los cuantificadores son dos propiedades de mucho
interés practico que verifican los modelos de cuantificacion definidos en esta memoria,
basados en una interpretacion probabilista de los conjuntos borrosos.

Propiedad de insercion de argumentos borrosa

La insercion de argumentos borrosa no puede ser modelada directamente, ya que
un cuantificador semi-borroso @ : P" (E) — I, n > 0 acepta tinicamente argumentos
nitidos; es decir, para A € P (E) borroso tnicamente F (Q) <t A est4 definido y no
@ < A. Pero tal como se explica en [47, seccién 6.8], para un QFM F y un cuan-
tificador semi-borroso @ : P" (F) — I se puede estudiar si existe un cuantificador
semi-borroso @' : P"! (F) — I tal que

FQ)<aA=TF(Q) (1.9)

para todo A € P (E).

La eleccion razonable de ' es la siguiente:

Definicién 40 [{7, pdg. 178]Sea F un QFM, Q : P (E)"™" — I un cuantificador
semi-borroso y A € P (E) un conjunto borroso. Entonces QA : P(E)" — T se
define como

QUA=U(F(Q) < A)

es decir, QQAA(Y1,...,Y,) = F(Q) (Yq,..., Yy, A) para todos los conjuntos nitidos
Yi,..., Y € P(E).

En [47, seccién 6.8] se menciona que Q' = Q<A es la tinica eleccién de Q' que
puede satisfacer la ecuacién 1.9, ya que todo Q" que satisfaga F (Q) < A = F(Q')
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también satisface®°

Q' =UF(Q)=UF(Q)<A)=QA

Por desgracia, ni siquiera el rigido marco que caracteriza los DFSs garantiza el
cumplimiento de la ecuacién 1.9. Es mas, veremos en el desarrollo de esta memoria
que en este momento s6lo se conocen dos DFSs que garantizan la misma.

La siguiente propiedad resume la explicacién anterior:

Definicién 41 [47, pdg. 178/Sea F un QFM. Diremos que F es compatible con
la insercion de argumentos borrosa si para todo cuantificador semi-borroso @ :
P(E)" — 1 de aridad n > 0 y todo A € P (FE) borroso se cumple que

F(Q) < A=F(QA)

Consecuencias de la propiedad

Las consecuencias de esta propiedad son similares a las consecuencias de la inser-
cion de argumentos nitida, pero extendidas al caso borroso. Ademas, esta propiedad
tiene una relaciéon muy fuerte con el modelado de sentencias con cuantificacion
anidada (véase la seccién 4.6). Aunque no analizaremos en profundidad este tema
en esta memoria, en [47, pag. 369] se establece un teorema que afirma que todo DFS
capaz de modelar adecuadamente la cuantificacion anidada verifica la propiedad de
insercién de argumentos borrosa. No obstante, la suficiencia de la condiciéon todavia
no ha sido demostrada, por lo que en estos momentos se desconoce si los modelos

30Una pequefia aclaracién no estd de més para esta definicién. Estamos buscando los Q' :
P (E) — I tales que F(Q) < A = F(Q'); es decir, para el cuantificador borroso F (Q) < A
buscamos los posibles cuantificadores semi-borrosos Q' tales que F (Q’) sea el cuantificador borro-
so F (Q) < A. Pero F es inyectiva, por lo que a lo sumo puede existir un cuantificador borroso Q'
cumpliendo la condicién anterior. Pero como para un posible Q' cumpliendo F (Q) < A = F (Q’)
tenemos que

Q=UF@Q)=UF(Q)<4) =034

por lo que necesariamente es Q' = Q<A (caso de existir). Nétese que esto no garantiza que
F (Q%A) = F(Q) < A. Podria ser que la imagen F (Q%A) fuese un cuantificador borroso distinto
de F(Q) < A. F(Q) < A es un cuantificador borroso que no tiene porqué ser imagen de ningin
Q' : P*(E) — I, ya que existen infinidad de cuantificadores borrosos cuyo valor coincide para
conjuntos cldsicos, y <1 A es una operacion de cuantificadores borrosos en cuantificadores borrosos.
Por lo tanto no estd garantizado que F (U (F (Q) < A)) = F(Q) < A.
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que la verifican son realmente adecuados para modelar expresiones con cuantifica-
cion anidada. La profundizacién en estas cuestiones es en este momento uno de los
puntos abiertos en la investigaciéon sobre cuantificaciéon borrosa.

Propiedad de continuidad en los argumentos

Las propiedades de continuidad son de suma importancia, y en general su viola-
cion invalida los modelos de cuantificacion para su utilizacion en la practica. Por una
parte todo proceso estd sometido a errores de medida, por lo que la discontinuidad
de un modelo en conjuncion con las deficiencias en la calidad de los datos a los que
se aplica podria ocasionar analisis completamente distintos de una situacién. Por
otra, es muy dificil interpretar que dos observaciones con diferencias no significati-
vas produzcan distintas salidas, tanto desde el punto de vista del usuario (que no
serfa capaz de entender la causa de las diferencias) como desde el punto de vista de
las aplicaciones (imaginemos por ejemplo la utilizaciéon de un modelo discontinuo en
un sistema de control).

En [47, seccién 6.2] también se interpreta la continuidad desde el punto de vista de
la comunicacion entre individuos. Segtin Glockner serfa dificil justificar que pequenas
diferencias en la interpretacion de los cuantificadores tuviesen como consecuencia que
los individuos fuesen incapaces de comunicarse.

La definicién de la propiedad de continuidad en los argumentos [47, Seccion 6.2]
se apoya en la siguiente métrica que mide la distancia entre dos pares (Xi, ..., X,),
(X1,..., X)) € P(E) de conjuntos borrosos:

Definicién 42 (d ((X1,..., Xn),(X1,..., X)) [47, pdag. 169]Para todo conjunto
base E # @ y todo n € N, definimos la métrica d : P (E)" x P (E)" — I como

d((Xy,..., X)), (X],..., X)) = I?Zéulxsup{‘uxi (e) — px: (e) : e € B|}

para todo Xq,..., Xp, X1,..., X! € ﬁ(E)

Basdandose en esta métrica la propiedad de continuidad en los argumentos se
define de la siguiente manera:

Definicién 43 (Propiedad de continuidad en los argumentos) [/7, pdg. 169]
Diremos que un QFM F es continuo en los argumentos si y solo si la imagen por F
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de todo cuantificador semi-borroso Q : P (E)" — T es un cuantificador borroso conti-
nuo F (Q); es decir, para todo X1,..., X, € P(E)" y todo € > 0 existe un § > 0 tal

que d (F(Q) (X1,...,Xn), F(Q) (X;,....X,)) <& para todo X1,...,X,, € P(E)

/

cumpliendo d ((X1,..., X,), (X, ... ,X;l)) < 9.

Consecuencias de la propiedad

Esta propiedad asegura que pequenas variaciones en los valores de los argumentos
no producen grandes saltos en el resultado de la evaluacién de un cuantificador.

Propiedad de continuidad en el cuantificador

De igual manera que no queremos que se produzcan grandes diferencias en la
valoracion de un cuantificador cuando realizamos pequenas modificaciones en los
conjuntos argumento, tampoco queremos que se produzcan grandes variaciones al
modificar, ligeramente, los cuantificadores. La distancia entre dos cuantificadores
semi-borrosos se plantea de la siguiente maneras:

Definicién 44 (d(Q, Q")) [47, pdg. 169]Sean Q,Q" : P (E)" — I dos cuantifica-
dores semi-borrosos. Definimos la distancia entre Q y Q)" como

1(@.Q) = sup{‘Q(Yl,...,Yn) —Q (i V)| Ve Ya e P(B)'
La definicion analoga para cuantificadores borrosos es:

Definicién 45 (d (@@)) [47, pdg. 169]Sean Q, Q" : P (EY" — 1 dos cuantifica-
dores borrosos. Definimos la distancia entre QQ y Q' como

1(r @) 7 (@)

—sup { |7 (@) (X1, %) = F(Q) (X1, Xo)|: Xy, X € P}

A partir de las definiciones anteriores se define la propiedad de continuidad en

el cuantificador:

Definicién 46 (Propiedad de continuidad en el cuantificador) [47, pdg. 169]
Diremos que un QFM F es continuo en el cuantificador si y solo si para todo

cuantificador semi-borroso Q@ : P (E)" — 1 y todo € > 0 existe un & > 0 tal que
d(F(Q),F(Q)) < e para todo Q" : P (E)" — I que satisfaga d (Q,Q") <.
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Consecuencias de la propiedad

Esta propiedad asegura que pequenas variaciones en los cuantificadores semi-

borrosos no producen grandes saltos en el resultado de la evaluacién.

Propiedad de conservatividad

La propiedad de conservatividad es una de las caracteristicas més relevantes
de la mayoria de los cuantificadores que nos encontramos en el lenguaje natu-
ral [5,40,56-58]. Intuitivamente, los cuantificadores binarios conservativos son aque-
llos cuya seméntica no se modifica cuando limitamos el alcance del cuantificador a
su restriccion. Por ejemplo, la semantica de la sentencia “la mayoria de los estu-
diantes son espanoles” es equivalente a la semdantica de la sentencia “la mayoria
de los estudiantes son estudiantes y espanoles”. La definicién de la propiedad de
conservatividad para cuantificadores semi-borrosos es la siguiente:

Definicién 47 [}7, pdg. 176] Diremos que un cuantificador semi-borroso Q : P (E)?

— I es conservativo si

Q(Y17Y2> = Q (Yiayi mY—Q)
para todo Y1,Ys € P (E).

En el caso borroso se consideran las siguientes posibilidades:

Definicién 48 (Conservatividad fuerte) [/7, pdg. 177[Diremos que un cuanti-

ficador borroso Cj P (E) — 1 es fuertemente conservativo si

Q (X1, X2) = Q (X1, X1 N X2)
para todo X1, Xs € P (E).

Definicién 49 (Conservatividad débil) [47, pdg. 176]Diremos que un cuantifi-
cador borroso Q : P (E) — 1 es débilmente conservativo si

Q (X1, X3) = Q (X1, spp (X1) N Xy)

para todo X1, X, € P (E).
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A partir de las definiciones de conservatividad se establecen las siguientes pro-
piedades:

Definicién 50 (Propiedad de conservatividad fuerte) Sea @ : P(E) — I un
cuantificador semi-borroso. Diremos que un QEFM F preserva fuertemente la con-
servatividad si cumple

F(Q) (X1, X5) = F(Q) (X1, X1NXy)

para todo X1, X, € P (E).

Definicién 51 (Propiedad de conservatividad débil) Sea Q : P(FE) — I un
cuantificador semi-borroso. Diremos que un QFM F preserva débilmente la conser-
vatividad si cumple

f(Q) (Xl,Xz) = f(Q) (Xl.spp (Xl) ﬁXz)
para todo X1, Xs € P (E).
Desgraciadamente, y pese a la importancia de esta propiedad desde el punto de
vista lingiifstico, ningin DFS puede ser fuertemente conservativo [47, seccién 6.7].

Por su parte, el criterio de conservatividad débil no es muy restrictivo y tanto los

QFMs definidos en esta memoria, como los DFSs definidos en [47] lo cumplen.

Es destacable que uno de los modelos que se analizan en esta memoria (véase
la secciéon 3.2.1) cumple la propiedad de conservatividad fuerte. Ninguno de los
restantes modelos cumple esta propiedad.

Consecuencias de la propiedad

Por ejemplo, si un QFM cumple la propiedad de conservatividad fuerte entonces

se cumple que
F (todos) (altos, rubios) = F (todos) (altos, altosMrubios)

al ser todos : P (F) — I un cuantificador semi-borroso conservativo.

Propiedad de propagacién de la borrosidad

La propiedad de propagacion de la borrosidad [47, seccién 6.3] garantiza que
al evaluar un cuantificador borroso F (@), obtenemos resultados “més nitidos” ante
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entradas “mas nitidas”. Esta propiedad no constituye un criterio de comportamiento
exigible a los QFMs, sino més bien un criterio opcional que nos ayuda a caracterizar
el comportamiento de los modelos.

Definicién 52 La relacion de orden parcial <.: 1 x I se define como

T3 ys=y<zr<-o0-<z<y

DN | —
DN | —

Esta relacion se extiende de la manera obvia a conjuntos borrosos.

Definicién 53 [}7, pdg. 170] Diremos que un QFM F propaga la borrosidad en los
argumentos si y solo si se cumple la siguiente propiedad para todo cuantificador semi-
borroso Q : P (E)" — 1 y todos los conjuntos borrosos Xi,...,X,, Xi,..., X! €

P(F): Si X; <. X! paratodoi=1,....n, entonces F (Q) (X1, ..., X,) <. F(Q) (X7,
o XD,

Definicién 54 [}7, pag. 170]/Diremos que un QFM F propaga la borrosidad en los
cuantificadores si y sélo si F (Q) 2. F (Q') siempre que Q <. Q.

Consecuencias de la propiedad

Aunque esta propiedad parece muy adecuada desde el punto de vista lingiiistico,
la misma entra en contradiccién con la necesidad de realizar agregaciones u orde-
naciones de elementos [47, seccién 8.1]. En sus trabajos, Glockner ha dividido los
DFSs que ha descubierto en dos clases; la primera compuesta por los modelos que
cumplen la propiedad de propagacion de la borrosidad y la segunda compuesta por
los modelos que no la cumplen. Segiin dicho autor, los modelos que cumplen la pro-
piedad de propagacion de la borrosidad no son adecuados para aquellas aplicaciones
en las que se necesitan “agregaciones finas” de las entradas.

Nuestra opinién al respecto es mas dura. Creemos que el cumplimiento de la
propiedad de propagacion de la borrosidad practicamente invalida los modelos para
las aplicaciones en las que la agregacién de valores es de interés. El ejemplo que
mostramos a continuacién y el andlisis realizado en la seccion 1.5.7 de los DFSs
estandar que verifican esta propiedad nos parecen lo suficientemente determinantes
como para demostrar que esta clase de modelos no es apropiada para muchas de las
aplicaciones en las que se ha propuesto la utilizacién de cuantificacién borrosa.
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Ejemplo 6 Considérese el siguiente cuantificador semi-borroso: identidad : P({ey, e,

es,eq}) — I definido como
Y
identidad (V') = %,Y €P(F)
Cuando evaluamos el cuantificador semi-borroso identidad sobre el conjunto Y =
{e1,e2} obtenemos el resultado

identidad ({e,, es}) = Hel;l—ez}l —05

es decir, la media de los grados de pertenencia. Ademds, para todo QFM que cumpla
la propiedad de generalizacion correcta se cumple que

F (identidad) ({1/e1,1/e2,0/e3,0/e4}) = 0,5

Pero si F cumple la propiedad de propagacion de la borrosidad en los argumen-
tos entonces para todo X € ﬁ(E) tal que X <. Y (X es “menos especifico” que
Y ) serd F (identidad) (X) <. F(Q) (identidad) (Y'). Pero como 0,5 es el va-
lor “menos especifico” entonces para todo X tal que px (e1),px (e2) € [0,5,1],
wx (es), ux (es) € [0,0,5] tendremos que

F (identidad) (X) = 0,5

por ejemplo,

F (identidad) (({1/e1,1/es,0/e3,0/e4}))

= F (identidad) (({0,5/e1,0,5/e5,0,5/e5,0,5/e4}))
— F (identidad) (({1/e1, 1/es,0,5/e3,0,5/es}))

= F (identidad) (({0,5/e1,0,5/e,0/e5,0/es}))

= F (identidad) (({0,9/e1,0,8/€5,0,1/e3,0,2/e4}))
=05

Evidentemente, en muchas de las aplicaciones précticas de la cuantificaciéon bo-

rrosa querremos distinguir las situaciones anteriores.

Propiedad de media para el cuantificador identidad

La propiedad de media para el cuantificador identidad establece que al aplicar
un QFM que la verifique al cuantificador identidad: P (E) — I

Y
identidad (V) = :—E:, Y eP(E)



1.4. Propiedades de los QFMs 73

A

>

Figura 1.7: Numero borroso asociado a la definicion del cuantificador identidad:
P(E)—1.

se obtenga como resultado la media de los grados de pertenencia del conjunto ar-
gumento. Intuitivamente, si consideramos que el cuantificador identidad se utiliza
para evaluar el grado en que se cumplen cierto ntimero de criterios, entonces este
cuantificador establece una mejora lineal en el resultado con el cumplimiento de
cada nuevo criterio. El ntimero borroso asociado a la definicién de este cuantificador

se ha representado en la figura 1.7.

Aunque esta propiedad no tiene interés desde el punto de vista lingiiistico, desde
el punto de vista de las aplicaciones su importancia es indudable. Piénsese que en
muchos de los problemas para los cuales se ha planteado la utilizacion de cuantifica-
dores borrosos (véase el comienzo de este capitulo para algunos ejemplos) el interés
de la cuantificacién reside en su versatilidad para la definiciéon de agregaciones de
los grados de pertenencia. De esta manera, esta propiedad permite la representacion
de agregaciones no ponderadas mediante cuantificadores.

Definicién 55 (Propiedad de media) Sea X € P(E), E = {e1,...,em} finito,
e identidad (Y) : P (FE) — I el cuantificador semi-borroso definido como

Y
identidad (V') = %, Y e P(E)
Diremos que un QFM F cumple la propiedad de media para el cuantificador identi-
dad si se cumple que

1 m
F (identidad) (X) = — 3" px (¢;)
=1
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Notese que los modelos que propagan la borrosidad en los argumentos no pueden
verificar esta propiedad.

Consecuencias de la propiedad

Una de las técnicas més utilizadas para decidir el cumplimiento conjunto de una
serie de criterios es el calculo de la media de los mismos. Gracias a esta propiedad
podemos plantear la media de los grados de pertenencia mediante el cuantificador
identidad, que representa simplemente la intuicién “cuantos mas criterios se cum-
plan mejor”.

Notese el contraste entre esta propiedad y la propiedad de propagacion de la bo-
rrosidad. Mientras que los modelos que propagan la borrosidad no son viables para
aplicaciones que necesiten el planteamiento de “agregaciones finas” de los grados de
pertenencia, los modelos que cumplen la propiedad de media para el cuantificador
identidad son especialmente indicados para esta tarea. En la seccion 5 hemos anali-
zado el uso de cuantificacion borrosa en recuperacion de informacion, tanto desde el
punto de vista tedrico como desde el punto de vista practico. Todos los modelos de
cuantificacion con los que hemos experimentado verifican la propiedad de media pa-
ra el cuantificador de identidad y con todos ellos hemos obtenido buenos resultados.
No hemos experimentado con ningtin DF'S que verifique la propiedad de propagacion
de la borrosidad [47, capitulo 7], porque tal como hemos explicado, estos modelos
no son adecuados para este tipo de problemas.

Propiedad de interpretacién probabilistica de los cuantificadores

Imaginemos que utilizamos una serie de cuantificadores semi-borrosos ( “alrededor
o menos del 25%”, “entre el 25% y el 75 %7, “alrededor o mds del 75 %”) para
dividir el universo de cuantificacién®'. Entonces, cuando los cuantificadores semi-
borrosos se pueden interpretar de manera probabilistica (intuitivamente, cuando
las etiquetas asociadas se pueden interpretar como probabilidades en cada punto
del universo de cuantificacién), el cumplimiento de esta propiedad garantiza que
los cuantificadores borrosos respectivos también se pueden interpretar de manera
probabilistica.

Definicion 56 Diremos que un conjunto de cuantificadores semi-borrosos @1, ..., Q, :

P (E) — I forman un recubrimiento probabilistico del universo de cuantificacion si

31Es decir, utilizamos etiquetas lingiiisticas para calificar el universo de cuantificacién.
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para todo Yi,...,Y, € P(FE) se cumple que

Qi (Ye,....Yo)+...+Q,(Y1,...,Y,) =1

Por ejemplo, los cuantificadores semi-borrosos

Y
alrededor25 %omenos (Y) =T 01,0203 (%) (1.10)

Y
entre2b %y75 % (Y) = T072,073,0777O,8 <%>

Y
alrededor75 %omas (Y) = Th20307.08 <%>

forman un recubrimiento probabilistico del universo de cuantificacién ya que se
cumple

alrededor25 %omenos (Y) + entre25 %y75 % (Y') + alrededor75 %omas (Y') = 1

para todo Y € P (E).

Definicién 57 Diremos que un QFM F cumple la propiedad de interpretacion pro-
babilistica de los cuantificadores si para todo recubrimiento probabilistico del referen-
cial Qy,...,Q, : P(E)" — I se cumple que

FQ) (Xi, ..., X))+ ... +F(Q))(Xy,..., X)) =1

para todo X1, ..., X, € P (E).

Consecuencias de la propiedad

Esta propiedad es muy interesante, ya que nos permite describir el resultado
de evaluar una sentencia cuantificada como una funciéon de probabilidad sobre las
etiquetas asociadas a los cuantificadores. Por ejemplo, si 31, G2, O3 son las etiquetas
asociadas a los cuantificadores definidos en la expresion 1.10 y F es un QFM que
cumple la propiedad anterior se asegura que

F (alrededor25 %omenos) (X) + F (entre25 %y 75 %) (X) +

+F (alrededor75 %omas) (X) =1
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para todo X € P (E). De esta manera podemos interpretar

Pr (4,) = F (alrededor25 %omenos) (X)
Pr(03) = F (entre25 %y75 %) (X)
Pr(0;) = F (alrededor75 %omas) (X)

Aunque desde puntos de vista distintos a los planteados en esta memoria, en [63]
también se utiliza una interpretacién probabilistica de los cuantificadores®?. En dicha
referencia los puntos de probabilidad pueden ser conjuntos de cuantificadores (p.e., la
probabilidad de {1, B2} podria ser 0,6) en vez de los cuantificadores en si como en la
definicién de la propiedad anterior. En [63] se plantea la realizaciéon de razonamientos
silogisticos con cuantificadores pero no la evaluacion de expresiones cuantificadas
borrosas, por lo que dicho trabajo no se solapa con el de esta memoria.

Otras consideraciones

Una propiedad que no hemos considerado es la propiedad de convexidad [47, sec-
ci6n 6.6]. Esta propiedad establece que si un cuantificador semi-borroso es convexo
(por ejemplo, un cuantificador unario definido a partir de un ntimero borroso uni-
modal) entonces el cuantificador borroso correspondiente también debe ser convexo.
No se ha considerado esta propiedad por ser un criterio “demasiado restrictivo” para
los DFSs. En [47, seccién 6.6] se establece que ningtin DFS puede cumplir la propie-
dad de convexidad en su forma general. Particularmente, sélo uno de los modelos
definidos en [47] es capaz de satisfacer una versién menos restrictiva de la propiedad
de convexidad en la que se restringe la misma a cuantificadores unarios y dominios
finitos.

Otro aspecto que nos parece importante destacar es que no se puede cumplir
la propiedad de continuidad en los argumentos para conjuntos infinitos numerables
cuando trabajamos con QFMs que verifican la propiedad de coherencia con la légica
para una tnorma distinta del minimo y una tconorma distinta del maximo.

Proposicion 2 Sea F un QFM que cumple la propiedad de coherencia con la logica
para una tconorma distinta del mdzimo. Entonces F no es continuo en los argumen-
tos para referenciales infinitos numerables.

32Realmente de los ntiimeros borrosos proporcionales asociados a los cuantificadores.
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Demostracién. Sea E™ = {ej,..., en} el conjunto referencial, y X, X' € P (E)

conjuntos borrosos con funciones de pertenencia constante:

px (e) =6

pxr (e) =0

para todo e € E™. Entonces para 6 > 0 y siendo F un QFM que cumpla la propiedad
de coherencia con la légica para una tconorma V distinta del méximo tendremos

lm (F (Jpn) (X)) =1

m—00
debido al comportamiento agregativo de las tconormas distintas del méximo. Esto
es, para todo 0 > 0 podemos obtener un resultado tan cercano a 1 como deseemos
con tal de hacer m lo “suficientemente” grande. Pero cuando 6 = 0 tenemos que

lim (7 (3p=) (X)) =0

m—00

ya que X' = &. Nétese que d (X, X') se puede hacer tan cercano a 0 como se desee.
]

Como consecuencia, no es posible definir DF'Ss no estandar continuos en el caso

infinito numerable.

1.5. Analisis de las aproximaciones a la cuantifi-

cacion borrosa

En este apartado vamos a analizar las propuestas mas relevantes para la evalua-
cion de sentencias cuantificadas borrosas. Puesto que este no es el primer analisis
critico que se realiza del campo, hemos decidido integrar los resultados mas impor-
tantes de los que consideramos los tres analisis méas serios llevados a cabo hasta el
momento: el realizado por Delgado et al. en [22,80], el realizado por Barro et al.
en [4] y el realizado por Glockner en [42], [45, apéndice A], [47, apéndice A]. Co-
mo punto novedoso, en el andlisis hemos anadido las aproximaciones de Delgado et
al. [19-22,80]3, tanto posibilisticas como probabilisticas, asi como las aproximacio-
nes de Glockner basadas en conjuntos trivaluados [41,45,47,50].

33La tesis doctoral de Daniel Sénchez [80] recopila los resultados méds importantes que se pre-
sentan en estos trabajos.
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En [22,80] se analizan la aproximacién de Zadeh basada en la medida de car-
dinalidad 3 Count [103]; la aproximacién unaria de Zadeh basada en la medida
de cardinalidad FGCount [103]; la aproximacién de Yager basada en OWA una-
ria [93,95,96] y su extensién binaria definida en [95]; y el método de Vila et al. [89].
Los distintos modelos se contrastan contra la lista de propiedades definida en [22,80],
que aunque no es tan rigurosa como la derivada del marco axiomatico de Glockner,
si es suficientemente critica como para detectar algunos de los problemas més im-

portantes de los modelos mencionados.

El andlisis planteado en [4] presenta algunas novedades con respecto a los tra-
bajos de Delgado et al. Por una parte es un analisis mas critico con los modelos de
cuantificacion, ya que el conjunto de propiedades manejadas son en su mayoria con-
secuencia del marco axiomatico de Glockner. Por otra, se incluyen algunos modelos
no analizados en [22,80], como las aproximaciones de Yager planteadas en [93,96], y
las propuestas de Delgado et al. basadas en la extensién de la medida de cardinalidad
relativa Z de Zadeh [20] y [22].

Por su parte Glockner [42], [45, apéndice A], [47, apéndice A] divide el andlisis en
cuatro aproximaciones principales. La aproximacion de Zadeh basada en »_ Count
[103], la aproximacién de Yager basada en OWA [93], la aproximacién basada en la
medida de cardinalidad FGCount y generalizaciones [94,98,103], y la aproximacién
basada en la medida de cardinalidad FECount [78].

La critica que se realiza en este apartado maneja principalmente el conjunto de
propiedades que se derivan del marco axiomatico de los DFSs. Por este motivo va-
mos a comentar brevemente los fundamentos del andlisis realizado en [47, apéndice
A], donde se plantea el analisis de los modelos de evaluacion de sentencias cuantifi-
cadas borrosas dentro del denominado “marco de evaluacion de las aproximaciones
a la cuantificacion borrosa”. Dado que la aproximacion a la cuantificacién borrosa
basada en QFMs es mas general que la propuesta basada en la dicotomia absolu-
to/relativa de Zadeh, Glockner plantea la construccién de QFMs parciales a partir
de los distintos modelos de cuantificacion borrosa. De esta manera al menos es posi-
ble analizar las propiedades del marco basado en cuantificadores semi-borrosos que
cumplen estos QFMs parciales.

Siguiendo la notacién planteada en [47, seccién A.2], denotaremos por Z un
modelo de cuantificacién borrosa en el sentido de Zadeh. Este modelo nos permi-
. . . . 1
tird modelar, en el mejor de los casos, expresiones unarias absolutas (caso Z(gbl,
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“alrededor de 3 son rojos”) basadas en una funcién de soporte del tipo ug : N — I;
expresiones unarias relativas (caso Zﬁ;, “la proporcidn de rojos es cercana al 30 %)
basadas en una funcién de soporte del tipo pug : [0, 1] — I; expresiones binarias ab-

solutas (caso Z @)

hes alrededor de 3 estudiantes jovenes son ricos”™), también basadas

en una funcién de soporte del tipo pig : N — I y expresiones binarias proporciones
(caso Zﬁ;, “alrededor del 30 % de los estudiantes jovenes son ricos”) basadas en un

ntimero borroso proporcional pug : [0,1] — L.

Para poder construir un QFM parcial FZ a partir de un modelo de cuantificacién
Z es necesario redefinir los modelos para que puedan actuar sobre cuantificadores
semi-borrosos. Esto puede conseguirse si primeramente construimos el cuantificador
semi-borroso asociado a un cuantificador dado y seguidamente asumimos que el
cuantificador borroso es la imagen del cuantificador semi-borroso en cuestion. Por
ejemplo, para el caso ngzz,p, que opera sobre nimeros borrosos proporcionales /i :
[0,1] — I, construimos primeramente el cuantificador semi-borroso Q : P (F)* — I

asociado a Zﬁz,p (1g); esto es, definimos

Q(V1,Ya) = Z3) (o) (Y1, Y2) (1.11)

con Yy, Yy € P(FE) nitidos. Y a partir del cuantificador semi-borroso () establecemos
un QQF M parcial haciendo

FAY(Q) (X1, X0) = 2 (o) (Xa, Xo) (1.12)

prp

El requerimiento minimo exigible a un modelo de cuantificacién Z es que el pro-
cedimiento anterior sea funcional F? (Q) = Z (ug); es decir, que distintos cuan-
tificadores borrosos no tengan asociado el mismo cuantificador semi-borroso. De
otra manera, exigimos que sea coherente con la “hipdtesis del marco de evaluacion”
(véase la seccién 1.3.2). Pese a ello algunas propuestas para la cuantificacién borrosa
violan este requerimiento®!.

34Egste requerimiento es completamente natural ya que en la aproximacién a la cuantificacién
basada en QFMs sélo se especifican los cuantificadores semi-borrosos, recayendo la tarea de la
construccion de cuantificadores borrosos en los QFMs. Bajo esta operativa no es razonable que
un modelo F pueda plantear distintos cuantificadores borrosos para un unico cuantificador semi-
borroso. Un ejemplo de un modelo que no cumple la hipdtesis del marco de evaluacion es el modelo
de Zadeh. Por ejemplo, para cuantificadores unarios absolutos, dos funciones de soporte ug : R — 1
pg R — T tales que pg (z) = por (x) six € Ny pg (x) # pg (z) si x ¢ N tendran asociado un
mismo cuantificador semi-borroso @ : P (E) — I pero FZ (Q) no puede estar asociado a la vez a
1o () v por (x). Daremos més detalles en el andlisis de este modelo.
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Una vez hemos definido un QFM parcial F? a partir de un modelo Z es en
general sencillo adaptar las propiedades derivadas del marco axioméatico para evaluar
su cumplimiento por parte de FZ. Para ello simplemente tenemos que adaptar las
mismas a FZ, entendiendo que dado que FZ no es un QFM completo, no todas ellas
pueden ser aplicables, y que atin en caso de serlo, su generalidad es menor que en el
caso de trabajar con un verdadero QFM.

En general, no haremos excesivo énfasis en la hipétesis del marco de evaluacion,
referenciando en ocasiones el trabajo [47, seccion A.2] para la consulta de algu-
nos casos problematicos. En todo caso, los modelos analizados que no cumplen la
hipétesis del marco presentan tales defectos tedricos que la hipdtesis del marco casi

se convierte en un problema menor.

TN .. . 1 .
En el anélisis nos limitaremos a los casos absoluto unario Z(Ebz, y relativo propor-

cional Zﬁz. En la bibliografia normalmente no se definen los otros casos explicita-

mente, tal como se explico en la seccién 1.1.

Recordemos que el caso unario proporcional se suele plantear a partir del caso
binario proporcional mediante la siguiente expresion:

20 (1g) (X) = 22 (11g) (. X)

prp prp

Y para el caso binario absoluto se utiliza un procedimiento similar:

25 (1) (X1, Xa) = 24 (51g) (Xa7Xe)

a

Ademas, como las aproximaciones que se van a analizar en este apartado uti-
lizan numeros borrosos para especificar los cuantificadores vamos a introducir los

siguientes ntiimeros borrosos:

0 : z=
= ,r €N
Ma(ﬂﬁ) {1 x>0 o
0 : z<1
py () = ,x € [0,1]
1 : z=1

que se pueden utilizar para definir los cuantificadores clésicos 3 : P(F) — 2, V :
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P(E) — 2, algin: P (E)* — 2 y todos : P (E)? — 2 de la siguiente manera:

(YY) = pa([Y])

_ Y]
v{¥)=ny (|E|
algin (Y1,Ys) = p3 ([Y1 N Ys|)

|Y1ﬂYQ|>

todos (Y1, Ys) = uy ( Vi
1

1.5.1. Modelo de Zadeh basado en » count

La propuesta de Zadeh [103], [108] basada en la medida de cardinalidad escalar
> Count es sin duda la aproximacién mas conocida y més utilizada para la evaluacién
de sentencias cuantificadas borrosas. Pese a ello el comportamiento tedrico de la

aproximacion es muy débil y ha recibido numerosas criticas.

A continuacién se define la medida de cardinalidad escalar de un conjunto borroso
[69]:

Definicién 58 (Y. Count) Sea X € P (E) un conjunto borroso. La medida de car-
dinalidad borrosa > Count se define como

ZC’ount (X) = Z“X (e) (1.13)

eckE

En [108, pag 579] Zadeh propone utilizar la siguiente extension de la medida de

cardinalidad ) Count para medir la cardinalidad relativa de dos conjuntos borrosos:

Definicién 59 (Y Count(X5/X;)) Sean X1, X5 € P (E) dos conjuntos borrosos.
La medida de cardinalidad relativa », Count (X5 X1) se define como

Z Count (X5 X,) = ZQGEEI;X;(;L/\(Z;Q ©) (1.14)

A partir de la medida de cardinalidad Y Count Zadeh realiza la siguiente pro-
puesta para evaluar sentencias cuantificadas unarias:
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Definicion 60 Sea p1g : R — I la funcion de soporte de un cuantificador semi-
borroso unario absoluto, X € P (E) un conjunto borroso. El modelo Zﬁl para cuan-

tificadores unarios absolutos se define como:

243) (1) (X) = i (Y- Count (X))

Y para cuantificadores proporcionales:

Definicién 61 Sea pq : [0,1] — I la funcion de soporte de un cuantificador semi-
borroso binario proporcional, X1, Xy € 77( ) conjuntos borrosos. El modelo Z,ﬁ,«;

para cuantificadores binarios proporcionales se define como:

Z82) (1) (X1, X5) = g (3 Count (X5] X))

Notese que la expresion anterior esté indefinida para X; = @

La critica més habitual al modelo de Zadeh es su comportamiento agregativo [97,
pag. 257], [47, pag. 394], [4, pag. 94.]. Como consecuencia de este comportamiento,
el efecto de varios elementos con un grado de pertenencia bajo puede ser el mismo
que el efecto de un tnico elemento con un grado de pertenencia alto. Veamos el
siguiente ejemplo:

Ejemplo 7 Considérense los siguientes conjuntos borrosos:

1 1 1 1 1
= {5/61, 3/6’2, 3/6’3, 3/6’4, 3/65}
X/ = {1/617 0/627 0/637 0/647 0/65}

Entonces

Zime ) (X) = 200 B) (X") =1

(abs)

Sin embargo, el comportamiento agregativo no es el principal problema del mo-
delo basado en Y Count. En el ejemplo que se acaba de presentar el resultado seria
razonable si interpretasemos que el cuantificador existencial se modela a través de
la tconorma de Lukasiewicz V (x1,22) = min (1,21 + x2). No obstante, el modelo
de Zadeh presenta otras muchas deficiencias que hacen parecer el comportamiento
agregativo un problema menor.
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En [47, pag 394.] se realiza la critica de que el modelo de Zadeh no es coherente
con la hipédtesis del marco de evaluacién (véase la seccion 1.3.2). Por ejemplo, si
consideramos dos funciones de soporte g : R — I, ug : R — I tales que pg (x) =
pg (x) si x € Ny ug(z) # po (z) si ¢ ¢ N entonces utilizando la expresion
1.13 para construir los cuantificadores borrosos asociados a Z(S,l,)g (ug) y Z(S,l,)g (o)
tendremos que

QY) = Zy) (o) = Zy) (ne)
para todo Y € P (FE) nitido, como consecuencia de que para cardinalidades enteras
po () = pg (x). Pero los cuantificadores borrosos Zéll,z, (ng) y Zéll,l (pg) son dis-

tintos. De esta manera tenemos dos cuantificadores borrosos asociados a un mismo

cuantificador semi-borroso.

Otra critica muy importante del modelo de Zadeh es que si la funcién de soporte
es nitida entonces los resultados del modelo también son nitidos, independiente de
la borrosidad de los argumentos. Considérese el siguiente ejemplo:

Ejemplo 8 Sea E = {ey,es} el conjunto referencial y X € ’ﬁ(E) un conjunto

borroso. Entonces

(1) (X) = 06 Z)

abs

= 1
Y para todo X € P(E) Z4)

aons

(uy) (X) = 1. Ademas, el
ejemplo anterior también demuestra que el modelo de Zadeh no es coherente con
la 16gica. Notese que Z (1)

e (poy) (X)) debiera inducir una tnorma para un referencial

de dos elementos, pero A

e () ({1/€1,0,5/e2}) = 0, y toda tnorma cumple que
A1, z) = .

Estos hechos fueron observados independientemente en [80, pag. 76.] y [42], [47,
pag. 395]. Ademds, en [47, pdg. 395] se realizan consideraciones adicionales que
demuestran que la relajacion del cuantificador universal no soluciona el problema
planteado.

El ejemplo anterior también demuestra otro problema grave del modelo de Za-
deh, su discontinuidad. La propiedad de continuidad es de suma importancia para
las aplicaciones. Por una parte todo proceso esta sometido a errores de medida, por
lo que las deficiencias en la calidad de los datos podrian ocasionar analisis com-
pletamente distintos. Por otra es muy dificil interpretar que dos observaciones con
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diferencias no significativas produzcan distintas salidas, tanto desde el punto de vis-
ta del usuario (que no serfa capaz de entender la causa de las diferencias) como
desde el punto de vista de las aplicaciones (imaginese por ejemplo la utilizacion de

un modelo discontinuo en un sistema de control).

Otro problema mencionado en [47, pag. 396] es la violacién de la propiedad de

negacion interna. Consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 9 Sean los conjuntos borrosos X1 = {0,8/e1}, Xo = {0,2/e1}. Entonces®

ZeeE Hxq (6> A H=X, (€)>
Decr M, (€)

22 () (X1, 5X2) = iy (

(08
= Ky 0.8

=1

D e Hxy (€) A fix, (6)>

Z(%) Hv— X7X :,UV—'<
prp ( ) ( 1 2) ZeeE ,UX1 (6)

02
08

=0

Como conclusién, el modelo de Zadeh presenta numerosas deficiencias para el

modelado de expresiones cuantificadas borrosas.

35Recordemos que la definicién del niimero borroso absoluto py : N — I es

0 : x<m
py (z) = L e
s x=m

donde m es la cardinalidad del referencial. En el caso proporcional py : [0,1] — I se define como

(:C)_ 0 : z<1
=31 . 221

y— : N — T es el anténimo de py, definido como

(z) = 0 : >0
e N 1 : zz=0
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1.5.2. Modelo de Yager basado en OWA

En [93,95,96] Yager propone distintas expresiones para evaluar sentencias cuan-
tificadas utilizando operadores OWA. Estas aproximaciones, aunque tienen un com-
portamiento adecuado para cuantificadores unarios, presentan un comportamiento
muy débil para cuantificadores binarios. Se pueden encontrar criticas muy duras
a las propuestas de Yager [93] y [96] respectivamente en [42], [47, seccién A.4.] y
en [4, pdg. 95]. Por su parte, en [22, pdg. 32|, [80, pag. 78] se hace una critica igual-
mente definitiva a la propuesta planteada en [95]. En este apartado comentaremos
los problemas de los modelos planteados en [93] y [96]. La estructura de los mismos
es muy similar y ambos presentan las mismas deficiencias.

Para poder presentar los modelos mencionados introduciremos primeramente los
operadores de agregaciéon OWA.

m — I

Un operador OWA es un operador de agregaciéon m-ario OW AW : 1
asociado a un conjunto de pesos W = [wy, ..., wy,] en el que se tiene en cuenta el
orden de los elementos, de manera que el primer peso se aplica al mayor argumento
del operador, el segundo peso al segundo mayor y asi sucesivamente. Formalmente

un operador OWA se define de la siguiente manera:

Definicién 62 [93, pdg. 184] El operador OW AW : I™ — 1 asociado al vector de

pesos W = [wy, ..., wy] se define como
OWAW (231,. .. ,Zlfm) = Zwl . bl
i=1
donde b; es el i-mayor elemento del conjunto x1,...,Ty,.

La propuesta de Yager basada en OWA sdlo es aplicable a cierto tipo de cuanti-
ficadores. Para cuantificadores unarios se restringe a aquellas expresiones definidas
a partir de un ndimero borroso proporcional pg : [0,1] — I no decreciente tal que
po (0) =0y ug (1) = 1. Yager denomina a este tipo de niimeros borrosos coherentes.

Definicién 63 Sea jg : R — I la funcion de soporte de un cuantificador semi-
borroso unario absoluto, X € P (E) un conjunto borroso. El modelo OWASL?S para

cuantificadores unarios absolutos se define como:

m,

OW AR, (1g) (X) =Y w; - b

i=1
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donde b; es el i--mayor grado de pertenencia del conjunto X,y el vector de pesos W
se define a partir de pig : N — I haciendo:

wi = pig (i) — pg (i — 1)

Para evaluar sentencias cuantificadas definidas a partir de una funcién de sopor-
te proporcional Yager realiza distintas propuestas. La idea general de las mismas se
basa en plantear una agregacion de los conjuntos borrosos argumento X;, X, basada

»36)

en un parametro ( “grado de disyuncion que mide el comportamiento agregati-

vo/disyuntivo del cuantificador. El grado de disyuncién se utiliza para construir un
unico conjunto borroso Z al que ya se le puede aplicar el método planteado para el

caso unario.

El grado de disyuncién asociado a una funcién de soporte proporcional jig :
[0, 1] — I coherente se define como:

orness (W) = —— Z (m — i) w;
donde W = [wy,...,wp] es el vector de pesos asociado a fig, que en este caso se

() (5

En sus trabajos Yager indica que el grado de disyuncién de un cuantificador mide

calculan como:

la similitud del mismo con respecto al cuantificador existencial, de forma que cuanti-
ficadores con un “comportamiento disyuntivo” tendran un grado de disyuncién alto,
mientras que cuantificadores con un comportamiento conjuntivo tendran un grado de
disyuncién bajo. Para el caso especial del cuantificador existencial orness (W) = 1,

mientras que para el cuantificador universal resulta que orness (W) = 0.

Para la construccién del conjunto Z Yager plantea diferentes posibilidades. En
[93, padg. 190] se propone (en nuestra notacién):

pze (€)= (pix, (&) V Sa) px, (e;)" 0¥ (1.15)

donde el parametro o = 0 es la medida de orness del cuantificador y se asume que
0° = 1. El subindice “1” en Z¢ se utiliza para diferenciar esta aproximacién de la

36Segtin la traduccién del término “orness” adoptada en [80, pag. 65].
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segunda aproximacion considerada [96, pag. 344], en la que se construye Z utilizando

la expresion:
pzg (ei) = (Fa A =pux, (6) V (Fa V px, (e) A px, (ei)) (1.16)

La definicion del modelo de Yager basada en OWA para funciones de soporte

proporcionales es la siguiente:

Definicién 64 Sea pg : [0,1] — 1 la funczon de soporte de un cuantificador semi-
borroso binario proporcional, X1, Xy € P (E) un conjunto borroso. El modelo OWAp,ap

para cuantificadores binarios proporcionales se define como:

OWAp,,.p <MQ X1 X2 Zwl

donde b; es el i-mayor grado de pertenencia del conjunto Z* (definido utilizando la
expresion 1.15 6 1.16) y el vector de pesos W se define a partir de pg : [0,1] — 1

wmto (i) s ()

Nétese que (los subindices distinguen entre las expresiones 1.15 y 1.16):

haciendo:

s (e0) = (px, (€) V Sa) pux, (e X0V

= (px, (€5) V (1 = 0)) i, (eg)"*1 V0

= HXx, ( )HXl ()

pg () = (pix, () V (1= 1)) pux, ()" V!
= px, (ei) px, (€:)
pzy (€:) = (G A =px, (e3) V(B V px, (€3)) A px, (€3))
= (LA =px, (e)) V(1 V px, (€) A pix, (€3)
= Spix, () V (px, (e) A px, (i)
pzy (€) = (G A =g () V(G V px, (€:) A pix, (€:))
= (1 =1) A=px, (6:) V(1= 1) V px, () A pix, (€4))

= HUx; (61> N pix, (61>
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De esta manera las generalizaciones del cuantificador existencial y universal son
razonables. Para la expresion 1.15:

ow AL (algin) (X1, Xo) = sup {ux, (e) pux, (e) : e € E}

abs

oW AY) (todos) (X1, X5) = nf {/J,XQ ()1 ¢ € E}

abs

y para la expresion 1.16:

OW AR (algtin) (X1, Xp) = sup {ux, (€) A px, (€) : e € E}

prp

OWAl(ﬁ)p (todos) (X1, Xo) = Inf {Zux, (e) V (ux, (e) A ux, (e)) : e € E}

Pero aunque las generalizaciones de los cuantificadores algiin y todos sean acep-
tables, las dos aproximaciones presentan serias deficiencias que las hacen inviables
en la practica. En los siguientes ejemplos demostramos que ambas propuestas violan
propiedades fundamentales. En el primero mostramos la violaciéon de la propiedad
de generalizacion correcta y en el segundo la violacién de la propiedad de monotonia:

Ejemplo 10 Consideremos el siguiente ejemplo:

Y, ={1,1,1,0,0}
Y, ={1,1,0,1,1}
. a5
méS_del_50%<YhY2> = { 1 - |Y![)|f113|/2| > 0,5

[Y1]

El niimero borroso a partir de la cual se define el cuantificador es

(x) B O < 075
//650%-0-””15 - 1 : 1 Z 075

Como
YinYs 2

Vi3
se tiene que

mas_del 50 % (Y1, Ys) =1
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El grado de disyuncion del cuantificador es

W =10,0,1,0,0]
1 5
orness (Hso%.o.mds) = p—7 ) (5= 1) ws
i=1
1
--1:2
"4
=0,5

Notese que para la expresion 1.15 tenemos:
Si x4 (61> =1 Y Bx, (61) =1

pgos (e) = (1V (1-05))- 1V =1
Si px, (e)) =1 y px, (e;) =0

figos (ei) = (1V(1-05))- 0% =0
Si px, (e:) =0y px, (6;) =1

figos (ei) = (0V (1-05))- 197 =05

Y se puede comprobar que para la expresion 1.16 se obtienen los mismos resultados.
Asi,
ZlOy5 = Z2075 = {1/617 1/627 0/637 075/647 075/65}

y aplicando OWA se obtiene
OWAprp (:u50 %_O_mas Y1, Yg Z Wy -
=0,

que es distinto de mas_del 50 % (Y7, Ys) = 1.

Se demuestra ahora que los modelos planteados también violan la propiedad de

monotonia en los cuantificadores:

Ejemplo 11 Considérense los conjuntos

Y1:{1717070}7Y—2:{1707171}
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Vamos a considerar la aplicacion de los modelos planteados a los cuantificadores
definidos a partir de las siguientes funciones de soporte proporcionales:

0 : z=0
M>0%(x):{ .

1 x>0
0 r <t
HZ%w(x):{l ZL’>§
0 r <2
/J“>200y(x):{ 1 x>§
0 r <1
H>100 (ZL‘): 1 =1

La medida de disyuncion asociada a los nimeros borrosos anteriores es

orness ([L>0 %

4-1
2
0rness< ngv) =3
07“71688( 20%):4 4—i)w¢:

orness (u>100 o ) 0

Calculamos el valor de Z{' para los distintos valores de orness:

Z11 = ({1/617 1/627 0/637 0/64} \4 {0/617 0/627 0/637 0/64}) :
{1/61 0/62 1/63 1/64}{1/61,1/6270/6370/64}V{1/e1,1/6271/6371/64}

={1/e1,1/e3,0/e3,0/es} - {1/e1,0/ea,1/e3,1/e4} = {1/e1,0/e3,0/e3,0/e4}
{1/61,0/62, %/63, %/64}
Z} = {1/61,0/62, %/63, %/64}

={1/e1,0/e3,1/e3,1/e4}

2
3
Zl

-
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Para Z§ se obtienen idénticos resultados. De esta manera:

1
OWAz(i)p(Hm%) (YlaYQ):[l 00 0] 8 =1
| 0]
C
1
OWAI(J%)p(NZL%%)(YhYﬁ:[O 10 0] i :%
0
C
2 2
OWAR, (120, ) Vi Yo) = [0 0 1 0] | 5 =3
0
.
OW AR, (121501, (YhYz):[O 00 1] 1 — 0
0

que demuestra claramente el no cumplimiento de la propiedad de monotonia en los
cuantificadores.

El no cumplimiento de las propiedades de generalizacion correcta y monotonia es
suficiente para descartar la utilizacion de las propuestas de Yager expuestas en [93]
y [96] para cuantificadores proporcionales binarios. Pero tal como expone Glockner
en [42], [47, seccién A.4.] en su andlisis del modelo basado en la expresiéon 1.15,
las aproximaciones anteriores tienen otras muchas deficiencias que desaconsejan su
utilizacién. Mencionamos a continuacién algunos de los problemas més graves ex-
puestos en [47, seccién A.4.]. Primeramente, es importante senalar que el grado de
disyuncién no esta definido para conjuntos de un elemento (E = {e;}) por lo que no
estd claro como se debe extender la propuesta a esta situacién. También es muy im-
portante que las aproximaciones expuestas violan la propiedad de extensién (véase
el ultimo apartado de la seccién 1.4.1). Como consecuencia del no cumplimiento de
esta propiedad los elementos irrelevantes tienen importancia en la evaluacién de las
expresiones cuantificadas. Por ejemplo, en la evaluacién de la sentencia “pocas tele-
series de calidad tienen una audiencia alta” se pueden obtener distintos resultados

en funcién del nimero de, digamos “vehiculos”, que contiene el referencial, lo cual
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es claramente inaceptable. Ademads en [47, seccién A.4.] también se menciona que la
aproximacion basada en OWA no es capaz de cumplir la propiedad de conservativi-
dad incluso en el caso semi-borroso (problema relacionado con el no cumplimiento
de la propiedad de generalizacién correcta). Asimismo, en la referencia anterior tam-
bién se comenta que las posibles ampliaciones de los modelos anteriores para tratar
cuantificadores proporcionales definidos a partir de ntimeros borrosos decrecientes

chocan con las propiedades de antonimia y dualidad.

1.5.3. Cuantificacion basada en la medida FG-Count

En este apartado analizamos las propuestas basadas en la medida de cardinalidad
FG-Count [108]. La utilizacién de esta medida en el caso unario ha sido propuesta
en [108, pag. 597] y en [98, pdg. 225]. Por su parte, la propuesta para cuantificadores
binarios proporcionales que se analiza en esta seccién se ha presentado en [94, pag.
72] y en [100, pdg. 398].

En [42], [47, seccién A.4.] y en [4, pdg. 95] se analizan estas aproximaciones. La
critica planteada en [47, seccién A.4.] al caso binario proporcional es muy dura y
de una exposicién impecable, por lo que en el desarrollo de esta seccién vamos a
reproducir algunos de los resultados principales de este trabajo.

Presentamos a continuacién la medida de cardinalidad FG-Count [108]:

Definicién 65 (FG-Count) Sea X € P (E) un conjunto borroso. La medida de
cardinalidad borrosa FG-Count se define como

HFEG—Count(X) (]) = sup {a € [07 1] : |XZO£| > j}
= pyy) (X)

La medida de cardinalidad prg_count (j) se interpreta como el grado en el que

el conjunto borroso X tiene al menos j elementos.

En [103, pag. 597], [98, pdg. 225] se propone utilizar la medida de cardinalidad

FG-Count para evaluar sentencias cuantificadas unarias®’:

3TEntre otras ideas en [98] también se dan ejemplos de como utilizar la medida de cardinalidad
FL-Count para un cuantificador decreciente y la medida FE-Count para un cuantificador unimodal.
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Definicion 66 Sea g : N — I la funcion de soporte de una cuantificador semi-
borroso unario absoluto, X € P (FE) un conjunto borroso. El modelo FG-Count para

sentencias cuantificadas unarias se define como

FGY) (o) (X) = méx pg (7) A gy (X) (1.17)

7=0,....m

Aunque Zadeh no especifica la clase de cuantificadores que se pueden utilizar con
la cardinalidad FG-Count Yager indica que el modelo planteado sélo se puede utilizar
con cuantificadores coherentes. Esto es razonable, ya que firg_count (J) mide el grado
en que X tiene al menos j elementos. Nétese que se cumple que pira—count (0) = 1
para todo X € P (E) (todo conjunto borroso tiene al menos 0 elementos) por lo que

el resultado de la expresiéon 1.17 es 1 para todo pg : N — I tal que ug (0) = 1.

En [47, pag. 405] se matiza este hecho y se indica que independientemente del
cuantificador, FG™M (i) es una funcién mondtona no decreciente. Nétese que para
cualesquiera X, X' € P (E) tales que X C X' se cumple que FG-Count(X) CFG-
Count(X') y como consecuencia FGS,)q (no) (X) < FG’abg (ug) (X').

Yager propone modelar cuantificadores no crecientes por medio de las propie-
dades de negacién interna y externa, y modelar casos méas complicados por medio
de combinaciones booleanas de cuantificadores monoétonos; pero en [47, pag. 405]
Glockner muestra que esta aproximacién tampoco es valida, ya que se pueden ob-
tener distintos resultados para distintas descomposiciones de los cuantificadores®®

Del razonamiento anterior se extrae que la aproximaciéon definida en 1.17 no es
valida para modelar cuantificadores que no sean coherentes. Pero para el caso de
cuantificadores coherentes la aproximacion anterior es correcta. Como veremos en
el andlisis de las propuestas planteadas por Glockner el modelo Mcx [47, seccién

7.13] generaliza la expresion 1.17 para cuantificadores coherentes.

En [94, pdg. 74] Yager propone el siguiente modelo para evaluar sentencias cuan-

tificadas definidas a partir de niimeros borrosos proporcionales:

Definicién 67 Sea pg : [0,1] — I la funcidn de soporte de un cuantificador semi-

borroso unario proporcional, Xy, Xy € P( ) conjuntos borrosos. El modelo FGprp

38En general no es evidente como descomponer un cuantificador. Considérese por ejemplo la
descomposicién del cuantificador definido a partir de la funcién de soporte constante ug (z) =
1,z €10,1].
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para sentencias cuantificadas proporcionales se define como:

FG?) (1g) (X1, X5) = méx {min (MQ (%) ,HS> . SeP (E)}
(1.18)

donde Hg = min {méx (1 — px, (), ux, (e)) : e € S}.

Notese que esta expresiéon generaliza la aproximacion definida en la expresién

1.17 al caso binario ya que
FGO (uo) (B, X =méx{m1’n<,u (M>,H>:SEPE}
prp (HQ) (B, X) A5 ) s (E)

— i fuin (g (1) 115) s 5 € P (1)

Hg = min{méx (1 — ug (e),ux (e)) : e € S}
= min {méx (0, ux (e)) : e € S}
=min{uyx (e) : e € S}

y cOmo

entonces FGoo, (1g) (F, X) resulta

PG, (1) (B, X)

prp

— méx {min (MQ (%) Jmin {jix (¢) : e € 5}) .SeP (E)}
Igl’g({méx {min (MQ (%) ‘i {py () e € S}> .S eP(E)AIS| = ]}}

ix {min (HQ (%) s 1 (X))}

La propuesta F Gﬁ)p ha sido duramente criticada en [47, secciéon A.5.]. El primer

3

Il
S

3

=1m
J

Q

problema de la propuesta anterior es que la expresion

FGO (@, X,)

prp
est4 indefinida para todo Xs € P (E).

Pero existen problemas mds graves. El siguiente contraejemplo [4, pdg. 95] (muy
similar al planteado en [42], [47, pdg. 407]) demuestra que la aproximacién anterior

viola las propiedades de continuidad y monotonia:
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Ejemplo 12 Considérense los siguientes conjuntos borrosos

Xl = {1/61,1/62,0/63},)({ = {1/61, 1/62,)\/63} ,X{/ = {1/61,1/62,1/63}
X2 = {1/61,0/62,0/63}

donde X\ > 0, y la siguiente funcion de soporte

=
Q
&
I
—N—
(@]
IS
VAN
N[ D=

Entonces

FGB) (1) (X1, Xs)

prp

FGE), (o) (X4, X2)

prp

FGE), (1g) (X, X)

prp

0
1—A
0

con lo que se demuestra la violacion de las propiedades de continuidad y monotonia.

Ademads de otros problemas, en [47, seccién A.5.] también se argumenta que el
modelo sélo es adecuado para manejar cuantificadores no decrecientes, y que la po-
sible extension del modelo utilizando las relaciones de negacién externa y antonimia
viola la propiedad de dualidad.

Como comentario final a esta aproximacién, decir que en [100] se generalizan
ambos modelos utilizando tnormas y tconormas distintas de los operadores estandar.

En el apartado 1.5.8 se realizan algunas criticas acerca de esta aproximacién.

1.5.4. Aproximacién basada en la cardinalidad Z de Zadeh
de Delgado et al.

En este apartado analizamos la propuesta de Delgado et al. [80], [20], [22] basada
en la medida de cardinalidad Z de Zadeh [103] y su generalizacién al caso propor-
cional. Pese a que el modelo que se va a presentar tiene el encanto de ser compatible
con el principio de extension, el andlisis realizado en [4, pdg. 97] demuestra que este

modelo tiene algunas deficiencias importantes.

La medida de cardinalidad borrosa Z se define en [107, pdg. 166]:
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Definicién 68 (Z) Sea X € P (E) un conjunto borroso. La medida de cardinalidad
Z se define como

" () = 0 co—Jda|Xse| =7
%) sup{a: | Xsq| =7} : en otro caso

La medida de cardinalidad Z es coherente con el principio de extensiéon cuando
interpretamos los conjuntos borrosos a partir de sus alfa-cortes [105]. Pese a ello esta
medida de cardinalidad ha sido criticada en [36, pags. 204-205] debido a que no es
conveza v a que no cumple la propiedad de aditividad®®.

En [80, capitulo 2] se defiende la medida de cardinalidad Z y se aboga que la
perdida de la propiedad aditiva no es, en realidad, un problema demasiado impor-
tante, y mas teniendo en cuenta que la propuesta es coherente con el principio de
extension. Ademds, en [80, secciéon 2.4.1.], [20, pag. 195], [22, pag. 36] los autores
proponen la siguiente definicién de cardinalidad relativa (en nuestra notacion):

Definicién 69 (Cardinalidad relativa Z) Sean X1, X, € P (E) conjuntos bo-
rrosos. La medida de cardinalidad relativa Z se define como

(X1)50N(X2) 5, |
0 T X)oa] 9

pz(q) =
sup {a : M = q} : en otro caso

El planteamiento de la cardinalidad Z también se puede interpretar a partir del
principio de extension.

Se podria pensar que la expresion anterior es la misma que la planteada por Zadeh
en [108, pag. 159] como extension de la cardinalidad F'G, pero en dicho trabajo Zadeh
comenta que dicha extension debe interpretarse como un multiconjunto borroso,
aunque no explica como se puede utilizar dicho multiconjunto para evaluar sentencias

cuantificadas.

A partir de la medida de cardinalidad Z los autores proponen la siguiente expre-
sién para evaluar sentencias con cuantificadores unarios [80, seccién 3.3.3.], [20, pag.
195], [22, pag. 42]:

39ntuitivamente, una medida de cardinalidad no es convexa si presenta “huecos”. Por ejemplo,
para X = {1/e1,0,5/e2,0,5/e3} la cardinalidad Z de X es Z (X) = {0/0,1/1,0/2,0,5/3}. Nétese
que pz(x) (2) =0 <min(uz (1), uz(3)).

Una cardinalidad borrosa C' cumple la propiedad aditiva si para cada par de conjuntos borrosos
X1, X, € P(E) se cumple que pic(x,ux,) (7) = sup {min (nex,) (i), pexy) (k) i+ k =5}
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Definicion 70 Sea g : N — I la funcion de soporte de una cuantificador semi-
borroso unario absoluto, X € P (E) un conjunto borroso. El modelo GZ para sen-

tencias cuantificadas unarias se define como

GZ5) (o) (X) = sup {min (g (|(X)sa]) @) :a €[0,1]}

La definicién de la versién relativa del modelo GZ es la siguiente [80, seccion
3.4.2.], [20, pag. 196], [22, pag. 53]:

Definicién 71 Sea pq : [0,1] — I la funcion de soporte de un cuantificador semi-

borroso binario proporcional, X, Xy € ’ﬁ(E) conjuntos borrosos. El modelo GZ

),a) :aG[O,l]}

La versiéon proporcional del modelo GGZ supone que el conjunto borroso X;

para sentencias cuantificadas proporcionales se define como

“(Xl)Za N (X2)sq|
|<X1)Za|

GZ32) (1g) (X1, X;) = sup {min <HQ (

estd normalizado. En otro caso los autores indican que se debe normalizar X; y
aplicar el mismo factor de normalizacién a XN X, (ndtese que |(X Dsa N (XQ)ZQ‘ =
|(X 1N Xa)s, ‘) Este proceso de normalizacion presenta algunos problemas, tal como

detallaremos en la seccion 1.5.6.

Aunque la definicién del modelo GZ es muy razonable, en la préctica presenta
algunas deficiencias bastante importantes. En primer lugar, el modelo GZ es dis-
continuo, lo cual supone una importantisima limitaciéon para su utilizacion practica:

Ejemplo 13 Consideremos los siguientes conjuntos borrosos

Xl = {1/61, 1/62, 1/6’3, 1/6’4}
Xy =1{1/e1,0/e3,0/e3,0/e4}
X{ = {1/61,1 — /\/62,1 — )\/63, 1-— )\/64}

con X > 0, y el numero borroso “identidad” definido como:

pq (z) =z,z € [0, 1]
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Entonces,

GZ;E%;) (o) (X1, Xs) = sup {min (uQ (‘(Xl)za : (X2)20|> ,Oz) ca € (0, 1]}

‘(Xl)Za‘
—sup {ont

,a) ta € (0,1]}

Pero si evaluamos GZ (jug) (X1, X2) para A > 0 tendremos

GZ2)(Q) (X4, Xs) = sup {mfn (w ( (GSIENS <X2>2a|> ,a> we 1]}

>~ =

1
4

|(X{)Za|
=1

ya que para v = 1 (X1),, = (X2)5, = {e1} con lo que min (uQ (%) ,1) =1.
Es decir, para todo A > 0 tendremos que GZZ(,%;J (Q) (X7, X2) = 1 independientemente

de lo pequeno que sea \. De esta manera se demuestra la violacion de la propiedad

de continuidad.

Pero el modelo también viola la propiedad de continuidad para cuantificadores

unarios:

Ejemplo 14 Consideremos los siguientes conjuntos borrosos

X = {1/61, 1/62, 1/6’3, 1/6’4}
X/ = {1/61, 1/62, 1/63, 1 — /\/64}

con X >0, y el numero borroso “exactamente 3”7 definido como

1 : z=3

,uQ(x)={ 0 : x#3 wek

entonces

G2 (ng) (X) = sup {min (g ((X)s,) @) € (0,1]} =0

GZ(% (ng) (X') = sup {min (MQ ((X/)Za) ,a) ca € (0, 1]} =1
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La propiedad de continuidad no es la tnica propiedad importante que viola el
modelo GGZ. Las propiedades de negacion externa, interna y dualidad tampoco se
cumplen en este modelo. El siguiente ejemplo demuestra la violacion de la propiedad

de negacién externa:

Ejemplo 15 Consideremos el siguiente conjunto borroso:
X = {1/617 078/62}

y el numero borroso “identidad” definido como

piq () = g
Entonces,
SGZG) () (X) = Zsup {min (ug ((X)s,) ,a) : o € (0,1]}

= sup {min (1, 0,8) ,min (0,5,1)}
==0,8
=0,2
GZ8) (11=q) (X) = sup {min (u=q ((X).,) . a) : a € (0,1]}
= sup {min (0, 0,8) ,min (0,5, 1)}
=0,

Y demostramos ahora el no cumplimiento de la propiedad de negacién interna:

Ejemplo 16 Consideremos los siguientes conjuntos borrosos:
X = {078/617 078/62} ) -X = {072/617 072/62}
y el numero borroso identidad definido en el ejemplo anterior. Entonces,
2y, (10) (5X) = sup {min (g ((5X)5,) ) - a € (0,1}
= sup {min (0, 1), min (1,0,2)}
=0,2
G’Z&i (no=) (X) = sup {min (qul ((X)Za) ,a)
= sup {min (1,1),min (0,0,8)}
=1

ca € (0,1]}

Los contraejemplos anteriores demuestran que el modelo GZ tiene un compor-

tamiento débil que desaconseja su utilizacién.
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1.5.5. Cuantificacion basada en la medida FE-Count y ge-

neralizacién de Delgado et al.

En este apartado vamos a analizar la aproximacion a la cuantificacion borrosa
unaria [78, pdg. 365] basada en la medida de cardinalidad FE-Count [103] y la gene-
ralizacion de la misma planteada por Delgado et al. en [19,22,80]. La aproximacién
basada en la medida FE-Count se analiza en profundidad en [47, seccién A.6.]. Por
su parte, la generalizacién de esta aproximaciéon planteada en [19,22,80] s6lo parece
vélida para un tnico caso particular. Esta aproximacién ha sido analizada en [4].

Empezaremos mostrando las criticas al modelo basado en FE-Count planteadas
en [47, seccién A.6.]. Posteriormente analizaremos la generalizacién planteada por
Delgado et al.

A continuacién introducimos la medida de cardinalidad borrosa FE-Count [103,
pag. 157]:

Definicién 72 (FE-Count) Sea X € P (E) un conjunto borroso. La medida de
cardinalidad borrosa FE-Count se define como

UFE—Count (J) = Hij (X) A G4 (X)

La cardinalidad FE-Count se puede definir a partir de la cardinalidad FG-Count
de la siguiente manera:

HFE—Count (]) = UFG—Count (]) A :,UFG—Count (] + 1)

Notese que firpg_count (7) Tepresenta el grado en el que X tiene al menos j ele-
mentos mientras que “irg_count (J + 1) representa el grado en el que X no tiene
més de j elementos. De esta manera, ppg_count (J) se interpreta como el grado en

el que X contiene exactamente j elementos.

En la bibliografia se pueden encontrar otras interpretaciones que llevan a la
definicién de la cardinalidad FE-Count [78,91,92].

La medida de cardinalidad FE-Count ha sido criticada en [36], pero su compor-

tamiento tedrico es muy sélido, tal como se demuestra en [91,92].

A partir de la medida de cardinalidad FE-Count Ralescu [78, pdg. 365] realiza
la siguiente propuesta para la evaluacion de sentencias cuantificadas unarias:
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Definicion 73 Sea pug : N — I la funcion de soporte de un cuantificador semi-
borroso unario absoluto, X € P (F) un conjunto borroso. El modelo F'E para sen-
tencias cuantificadas unarias se define como

PEG) (1) (X) = mix {11q () A - come (7)) (119)

El principal problema de la aproximacion planteada en la expresién 1.19 es la
violacion de la propiedad de monotonia en los argumentos. Este hecho, expuesto
en [47, pag. 410] limita en gran medida la utilidad de la aproximacién. El siguiente
ejemplo, tomado de [47, pag. 410] demuestra la violacién de esta propiedad:

Ejemplo 17 Consideremos los siguientes conjuntos borrosos
X = {1/617 0/62}
X, = {1/61, 0,5/62}

Notese que X C X'. La medida de cardinalidad FE-Count para los conjuntos ante-

T0T€eS €S
FE-Count(X) =1{0/0,1/1,0/2}
FE-Count(X") ={0/0,0,5/1,0,5/2}
con lo que
FE) (ua0) (X) = 1
FEY) (1z6) (X') = 05

De esta manera se wviola la propiedad de monotonia ya que 3 : P(E) — 1 es
(uag) (X'). Notese ademds
que FE(E,l,Z (pae) (X') = 0,5 aunque claramente el conjunto X' tiene al menos 1

mondtono no decreciente pero FE(,I,)q (pa,e) (X) > FEY)

a abs

elemento.

Ademéds, en [47, pdg. 410] también se indica que la aproximaciéon basada en la
medida FE-Count no preserva las propiedades de negacién externa y dualidad. El
siguiente contraejemplo demuestra la violacion de la propiedad de negacion externa:

Ejemplo 18 Sea X € P (E) el conjunto borroso definido como

X = {1/617 077/627 074/63}
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Y consideremos las siguientes funciones de soporte

HQ(IL"):{O <2

1 @ z>2
(z) 1 @ z<?2

=g (z) =
Ha 0 : x>2

Entonces

FE-Count(X) = {0/0,0,3/1,0,6/2,0,4/3}
FES) (1g) (X) = 0,6
SFEY) (1=g) (X) = 50,3 = 0,7

abs

Y la violacion de la propiedad de dualidad se demuestra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 19 Sea X € P (E) el conjunto borroso definido como

X = {0/61, 0,5/62}

Entonces
:X = {1/617 075/62}
FE-Count(X) ={0,5/0,0,5/1,0/2}
FE-Count(=X) = {0/0,0,5/1,0,5/2}
Con lo que

FEG) (j0.6) (X) =0

SFES) (j6) (5X) = 05
De esta manera se confirma que el modelo de Ralescu no es adecuado para la

evaluacion de expresiones cuantificadas borrosas.

En [19,22,80] se realiza una generalizacion de la medida FE-Count que se utiliza
para definir la familia general de modelos G (que se definird en breve). Pese a que
la generalizacién planteada es razonable, los autores sélo analizan en profundidad
un unico representante de dicha familia. Aunque dicho modelo, que vamos a anali-
zar en la seccién 1.5.6, tiene un comportamiento adecuado, en general los modelos
pertenecientes a la familia GG presentan un comportamiento débil.
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A continuacién realizamos las definiciones que nos permiten definir la familia GG

de métodos.

En [80, pag. 35], [19, pag. 16] y [22, pag. 34] se define la siguiente generalizacion
de la medida de cardinalidad FG-Count:

Definicién 74 (L) Sea X € P (E) un conjunto borroso. La medida de cardinalidad

L se define como

1 : 7=0
i) (J) = 0 c o j>m (1.20)
15000 i) €l Xy (611) ARRRWA Hxq (elk) 1< k <m

donde V, N\ son respectivamente una tnorma y una tconorma cualquiera, e I, es el

conjunto de k-tuplas definido como
Ik: {(i17"'7ik)3i1 <i2... < Zk}

con 1 <i; <m.

Noétese que cuando escogemos la tnorma min y la tconorma maéax en la expresion
1.20 la medida de cardinalidad L coincide con la medida F'G-Count.

A partir de L en [80, pag. 36], [19, pdg. 16] y [22, pag. 34] se plantea la siguiente
medida de cardinalidad:

Definicién 75 (F) Sea X € P (E) un conjunto borroso. La medida de cardinalidad
E se define como

pex) (J) = o) (3) A Sunx) (5 +1) (1.21)

En la expresion 1.21, si escogemos la medida de cardinalidad L =FG-Count, la
funcién de negacién estandar, y la tnorma minimo entonces la medida de cardinali-
dad F coincide con la medida FECount.

A partir de la expresion 1.21 los autores plantean la siguiente familia de métodos
para evaluar sentencias cuantificadas unarias [80, pag. 85], [19, pag. 16], [22, pag.
39



104 Capitulo 1. Introduccién

Definicion 76 Sea pg : N — I la funcion de soporte de un cuantificador semi-
borroso unario absoluto, X € P (E) un conjunto borroso. La familia de modelos G
para sentencias cuantificadas unarias se define como

Gt () (X) = \/ ) (0) A g (0) (1.22)

donde \V es una tconorma cualquiera y A es una tnorma cualquiera.

Cuando se escoge en 1.21 la negacién estandar, la tnorma de Lukasiewicz (A (z1, z2)
= méx (0,21 + x5 — 1)), la medida de cardinalidad L. = FGCount, y en 1.22 la tco-
norma de Lukasiewicz (V (z1, z5) = min (1, 21 + x2)) y la tnorma producto el modelo
resultante es el analizado en la seccién 1.5.6.

En [4, pag. 97] se presenta un contraejemplo que demuestra que salvo para casos
muy especiales la familia G viola la propiedad de monotonia:

Ejemplo 20 Consideremos los siguientes conjuntos borrosos:

X = {1/61,0/62}
X'={1/e1,a/es}

donde a € (0,1). Entonces

E(X)=1{0/0,1/1,0/2}
E(X') =1{0/0,1—a/1,a/2}

donde solamente se ha supuesto la utilizacion de la negacion estandar en la definicion
de E (ndtese que para toda tnorma se cumple que t (1,x2) = x). De esta manera

G4 (us) (X) =1

Gl (1) (X) =\ ) () A i (1)
=0V(l—a)Va

Pero la propiedad de monotonia en los argumentos exige G((,},)g (ta,e) (X') =1 (ya
que X C X'). Por lo tanto, para que se cumpla la propiedad de monotonia, ha de
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ser (1 —a)Va =1 para todo a € (0,1). Esta es una propiedad muy especifica, que

hasta nuestro conocimiento sélo cumple la tconorma de Lukasiewicz.*°

Del ejemplo anterior se concluye que la aproximacion a la cuantificacion borrosa
planteada en [19, 22, 80] mediante la generalizacién de la medida FE-Count sélo
puede ser valida en casos muy particulares ya que en general se pierde la propiedad
de monotonia si la tconorma utilizada en 1.22 no cumple que (1 —a) Va = 1.

1.5.6. Modelo GD de Delgado et. al.

En este apartado analizaremos el modelo GG D planteado por Delgado et al. en [21,
pag 281], [80, seccién 3.3.2. v seccién 3.4.1.], [22, pag. 37]. El modelo FMP que
plantearemos en la seccion 3.2.1 como una instancia particular de un marco proba-
bilistico para la definicion de modelos de cuantificacién borrosa, es una adaptaciéon
del modelo GGD en la que se extiende el mismo a cuantificadores semi-borrosos. El
comportamiento del modelo FMP se analiza en profundidad en la seccién 3.3.2, por
lo que recomendamos al lector interesado la consulta de dicho apartado. No obstan-
te, existe una diferencia de cierta importancia entre el modelo FMP y el modelo G'D.
Mientras que en el modelo FMP se maneja la indefinicién de la cardinalidad relati-
va en la definicién de los cuantificadores semi-borrosos, el modelo GD maneja esta
situacién mediante una normalizacién de los conjuntos borrosos argumento [80, sec-
cién 2.4.1, pag 42], [21, pag. 281], [22, pdg. 37] que desde nuestro punto de vista no
es adecuada. Por esta razon, en este apartado, vamos a realizar una pequena critica

acerca de la misma.

La version unaria del modelo GD se basa en la siguiente medida de cardinalidad
relativa probabilistica [80, pag. 37], [22, pag. 35]:

408j se utiliza en 1.22 la tnorma producto y la tconorma de Lukasiewicz entonces las posibles
definiciones aceptables de la cardinalidad borrosa se limitan en gran medida. Considérese una
funcién de soporte constante ug (z) = ¢ € (0,1). Es esperable que el (1) (X) = c. Pero

abs
G((I%))s (MQ) (X) = \/ HE(X) (@) A HQ (1) = Z HE(X) (i)c
i i=0

y esto sélo se cumple si i ug (i) = 1. Es decir, la medida de cardinalidad define una probabilidad
sobre N.

No hemos intentado profundizar méas en este hecho, pero a falta de un andlisis mas profundo,
parece que el conjunto de modelos aceptables de la familia G esta limitado al modelo GD que
analizamos en la seccién 1.5.6.
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Definicién 77 Sea X € P (E) un conjunto borroso. El cardinal probabilistico ED (X)
se define como

wsneo () = / [ Xsal = fda (1.23)

= pj (X) = paj) (X)

En [80, pag 39, proposicién 2.7.] se establece que la medida de cardinalidad FE D
pertenece a la familia definida en la expresion 1.21 cuando se utiliza la tconorma
maximo y la tnorma minimo en la definicién de L, la negacién estandar y la tnorma
de Lukasiewicz (A (x1,22) = max (0,2, + x5 — 1). Es evidente que este cardinal
define una probabilidad sobre N.

La definicién del modelo GD para cuantificadores binarios proporcionales se basa
en la siguiente medida de cardinalidad relativa [21, pag 280], [80, seccién 3.3.2.], [22,
péag. 37):

Definiciéon 78 Sean X;, X, € P (E) conguntos borrosos. El cardinal relativo proba-
bilistico ED (X1, X3) se define como

! Xy >a X5 >a
HED(X1,X2) (CI):/O ”( )EX?)i >_

= q] da,q € [0, 1] (1.24)

A partir de la cardinalidad 1.23 se plantea la version absoluta del modelo G D
de la siguiente manera [80, seccién 3.3.1.], [21, pag. 281], [22, pag. 40]:

Definicion 79 Sea pg : N — I la funcion de soporte de un cuantificador semi-
borroso unario absoluto, X € P (E) un conjunto borroso. El modelo GD para sen-
tencias cuantificadas unarias se define como

GDabs IUQ ZMQ ED Xj)

1
_ / 10 (| Xsal) dar
0

La versién proporcional [80, seccion 3.4.2.], [20, pag. 196], [22, pdg. 49] es la
siguiente:
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Definicién 80 Sea g : [0,1] — I la funcion de soporte de un cuantificador semi-
borroso binario proporcional, X1, Xy € P (FE) conjuntos borrosos. El modelo G D

para sentencias cuantificadas proporcionales se define como

GD,S?LP (ng) (X1, Xy) = Z 1o (q) hED(X:,X2) (Q)

q€[0,1]| Pr(q)>0
/1 ( (Xl)zam(XQ)Za )
= HQ do
0

(Xl)ZQ
Notese que si X; es el conjunto vacio el modelo G'D esta indefinido. Ademas,

si X7 no es un conjunto borroso normalizado entonces el representante vacio de X;

‘ (X1)>aN(X2)54
(X1)>a

estard indefinida para o > méax{uy, (e): e € E'}. Para solucionar este problema

en [80, seccién 2.4.1., pag 42], [21, pag. 281], [22, pdg. 37] se plantea normalizar
el conjunto X; aplicando el factor de normalizacién

tendra asignada una probabilidad mayor que 0, por lo que la expresién

y aplicar el

1
méx{uxl (e):eeE} !
mismo factor de normalizacion al conjunto X;NX, para evitar que las cardinalidades

relativas se vean afectadas®!.

Desde nuestro punto de vista este procedimiento es problematico. En primer
lugar, ante variaciones infinitesimales en los conjuntos argumento se pueden obtener

resultados contradictorios. Considérese el siguiente ejemplo:

Ejemplo 21 Consideremos los conjuntos borrosos X1, Xo, X}

Xl = {/\/61,/\/62}
X2 = {)\/61,)\/62}
X5 ={0/e1,0/ez}

y la funcion de soporte “identidad” definida como

X

Hidentidad (SC) = 5

Normalizando los conjuntos anteriores tenemos
X1no7‘m = {161, 1/62}
(X1NX5)" "™ = {ley, 1/es}
(XlﬁXé)norm = {0617 0/62}

41T,a normalizacién no es consistente con la definicién del modelo en el caso unario, en la que no se
plantea ningin tipo de normalizacién cuando el conjunto borroso argumento no estd normalizado.
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donde con el superindice norm indicamos que los conjuntos estan normalizados, con

lo que

GDl(yzz)p (,U/identidad) (Xla XQ) =1
GDP) (fidentidaa) (X1, X5) =0

prop

para todo A > 0. Como X\ se puede hacer arbitrariamente pequeno resulta que una
variacion infinitesimal en Xy produce resultados completamente distintos.

En segundo lugar la normalizacion no evita la indefinicion para X; = &. Este he-
cho es muy problemético, ya que la asignacién de un valor arbitrario a GD (ug) (&, X3)
no es un procedimiento valido para solucionar el problema. Por ejemplo, si en rela-

cion con el ejemplo anterior definimos

GD (Nidentidad) (Q, XQ) =1

entonces el modelo se vuelve discontinuo ya que

GD (,uidentidad) (@7 Q) =1
GD (:uidentidad) ({)\/61, )\/62} , @) =0

para todo A > 0.

Ademas, es posible realizar otra critica al procedimiento de normalizacién. El
modelo GD interpreta los conjuntos borrosos como probabilidades (véase la seccién
3.2.1) por lo que es razonable medir la entropia de la distribucién de probabilidad
asociada a un conjunto borroso. Pero la normalizacién cambia la entropia de la
distribucion de probabilidad, y como consecuencia, la informacion representada por
los conjuntos borrosos. Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 22 Consideremos los conjuntos borrosos Xy, X

Xl = {0,5/61,0,5/62}
X2 = {0/61,0/62}

Entonces

X7 ={1/e1,1/e2}
(XlﬁXg)norm = {0/6170/62}
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Si consideramos la distribucion de probabilidad sobre los alfa cortes asociada a los

conjuntos X, y Xo tenemos
Pri(X; =2 A (XiNXy) =2) =05
Pri(Xi=EA(XiNXy) =2) =05

Pero cuando normalizamos los conjuntos la distribucion de probabilidad sobre los

alfa cortes se convierte en la siquiente:
Pre (X7 = E A (XiNX,)"" " = 2) =1

Y la cantidad de informacion asignada a las distribuciones anteriores es claramente
distinta. Notese que la entropia asociada a las distribuciones anteriores es

Ent (Pr') = —0,51log, (0,5) — 0,5log, (0,5) = 1
Ent (Pr?) = —1log, (1) = 0

Por las razones expuestas consideramos que la normalizacién de los conjuntos
borrosos que se realiza en la definicion del modelo GD no resuelve el problema
de la indeterminacion de la cardinalidad relativa, y que la asignacién de un valor
arbitrario a esta situacion, tal como se hace en las definiciones de cuantificadores

semi-borrosos proporcionales de esta memoria, es mas adecuada.

1.5.7. Propuestas de Glockner basadas en cortes trivaluados

En este apartado se analizan las tres aproximaciones principales planteadas por
Glockner [44,45,47]. Todos los modelos definidos por Glockner son DFSs estandar,
por lo que su comportamiento tedrico es excelente. Pese a ello, estos modelos pueden
ser desaconsejables para muchas aplicaciones. La razon de este hecho aparentemen-
te contradictorio es que estos modelos son constantes en ciertos rangos incluso para
cuantificadores semi-borrosos para los que intuitivamente es esperable un compor-

tamiento estrictamente mondotono.

Analizamos ya las tres propuestas principales de Glockner: los modelos M [47,
pég. 197], Mcx [47, pdg. 206] v Fen [47, padg. 230]. Estos modelos, de comporta-
miento especial dentro de la clase de DFSs estandar, son los tinicos para los cuales
el autor ha propuesto soluciones algoritmicas [47, capitulo 11], [44].

Las siguientes definiciones son necesarias para la definicién de los DFSs M, M¢x

y Fen.
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Definicién 81 (Cortes de nivel de prudencia) Sea E el conjunto referencial,
X € P(E) un conjunto borroso y v € I. X X4 ¢ P (E) se definen como:

‘X*rm'n= X>% : ’7=0
K XZ%+%’Y oy >0
anéxz XZ% : 7:0
K X>%_%,y oy >0

Nétese que X, = {e € E: ux (e) > a} denota el alfa-corte de nivel o de X y
Xoa ={e € E:pux(e) > a} denota el alfa-corte estricto.

X ;“fn denota los elementos que con seguridad pertenecen al conjunto borroso X
para el nivel de prudencia v mientras que X;néx incluye también los elementos cuya
pertenencia al corte de nivel de prudencia = esta indeterminada. Los elementos que
no estan en X;néx no pertenecen al corte de nivel de prudencia. Se puede interpretar
el corte de nivel de prudencia como un “conjunto trivaluado” al cual los elementos
de X;“f“ pertenecen con seguridad (funcién de pertenencia 1) mientras que para los
elementos de X;néx / X;“f“ la funcién de pertenencia estd indeterminada (funcién de
pertenencia %) Para los elementos que no estan en X;“éx la funcién de pertenencia
es 0.

Los modelos basados en cortes trivaluados que se analizan en esta seccion utilizan
en su definicién el operador mediana borrosa:

Definicién 82 La mediana borrosa med% I xI—1 se define como

min (ur,us) : min (ug, up) > 3
med% (w1, u9) = ¢ max (up, us) : mMAx (ug, us) < %
3 : en otro caso
Notese que
u> i u> 3

medy (1,u) = {

o= S

en otro caso en otro caso

1
,medi (0,u) = { 2
2 U
También se cumple que
medy (u1, uz) = =medy (Suy, ~us)

Ademas, el operador mediana borrosa es conmutativo, asociativo y mondtono.

La siguiente definicion extiende la mediana borrosa a conjuntos:
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Definicién 83 El operador my : P (I) — I se define como

mi1 X = med (inf X, sup X)

1 1
2 2

para todo X € P (I).

La siguiente definicién, planteada en [44, pdg. 100], define un conjunto que con-
tiene las posibles imagenes de un cuantificador sobre los conjuntos pertenecientes al
rango definido por un corte trivaluado*?:

Definicién 84 (5¢ x,..x, (7) (X1,..., X)) Sea Q : P(E) — I un cuantificador
semi-borroso, X1,..., X, € P (E) conjuntos borrosos y ~v € [0,1] un nivel de pru-

dencia. So x,...x, (7)1 [0,1] — I se define como:

5Q.x1,.%0 (V) (Xay o, X)) = {Q (Vi Vo) s (XM C Y C (Xiﬁlax}

Para representar el supremo y el infimo de Sq x,... x, (7) utilizamos la siguiente

notacion:

.....

Xi,..., X, € P(E) conjuntos borrosos y~y € [0, 1] un nivel de prudencia. T g x, .. x.

[0,1] — I se define como:

To.x1,.x, (V) =sup Sg.x,...x, (V)

.....

Xy, ..., X, € P(FE) conjuntos borrosos y~y € [0, 1] un nivel de prudencia. Lo x, .. x.

[0,1] — I se define como:

Loxi,.x, (7) =sup Sg.x,...x. (V)

A partir de las definiciones anteriores planteamos los tres casos paradigmaticos
de DFSs estandar:

42Esta notacién nos permite definir los modelos que se van a analizar de una manera més sencilla
que la realizada en [47].
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Definicién 87 (M) [47, pdg. 197] El DFS estandar M : (Q : P (E) —=1I) — (Q :
P (E) — 1) se define como

M (Q) (X17 s 7Xn) = med% (TQ7X1 ,,,, Xn (7) ) J—Q,Xl ,,,, Xn (’7)) d’)/

Hasta nuestro conocimiento, la primera propuesta del DFS M es la realizada
en [41, pdg. 62]. El modelo M pertenece al grupo de DFSs estdndar que cumplen la
propiedad de propagacion de la borrosidad. Ademés, es un modelo practico segin
el autor, ya que verifica las propiedades de continuidad.

Definicién 88 (Mcx) [47, pdg. 206]El DFS estandar Mcox : (Q : P(E) — 1) —

(@ :P(E) — I) se define como
Mex (Q) (X1, ..., Xy) =sup{Q{;’W(X1,...,Xn) VI CWA, LV, S WY
donde

Qvw (X1,..., X)) =min (Syw (X1,..., X,), mf{Q (Y1,...,Yy) : V; CY; CW;})

Svw (X, .., Xp) = m_i’lnmin (inf {ux, (e) s e € Vi},mf {1 — ux, (e) : e ¢ W;})

Segtin el autor, el comportamiento del DFS Mx es excelente ya que cumple
propiedades que no son verificadas por ningin otro DFS estandar. El modelo Moy
pertenece al grupo de DFSs que cumplen la propiedad de propagacién de la borrosi-
dad y generaliza el modelo basado en la cardinalidad FG-Count para cuantificadores
unarios no decrecientes (véase la seccién 1.5.3).

Definicién 89 (F¢p) [47, pdg. 230/El DFS estindar Fep : (Q:P(E) —1) —

(Cj :P(F) — I) se define como

1/t 1 [t
Fon(Q) (Xq,..., Xy) = 5/0 Tox:,..x, (7)dy+ 5/0 Lox,. .x, (v)dy

El modelo F¢y, es el ejemplo paradigmatico de DFS estandar que no cumple la
propiedad de propagacién de la borrosidad. Este DFS generaliza el modelo de Yager
basada en OWA para cuantificadores unarios no decrecientes (véase la seccién 1.5.2).

Como ya hemos dicho, los modelos que se acaban de plantear tienen todos un
comportamiento tedrico excelente. Pero pese al andlisis profundo que se realiza en
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[45,47] de estos modelos los mismos no estan exentos de criticas. A continuacién
se plantea un ejemplo que demuestra que los DFSs que cumplen la propiedad de
propagacion de la borrosidad (en particular los modelos M y M¢x) son incapaces

de discernir entre situaciones claramente diferenciadas:

Ejemplo 23 Consideremos el cuantificador semi-borroso: identidad : P ({e1, ..., e4})
— I definido como
Y
identidad (V') = %, Y e P(E)

Notese que

identidad ({ey, es}) = Hez—ez}l —05

y como consecuencia, todo QFM que cumpla la propiedad de generalizacion correcta
verificard que
F (identidad) ({1/61, 1/6’2, 0/6’3, 0/6’4}) = 0,5

Supongamos ahora que F cumple la propiedad de propagacion de la borrosidad en los
arqumentos. Entonces para todo X € P (E) tal que X <. Y serd F (identidad) (X) <.
F(Q) (identidad) (Y); es decir, para todo X tal que ux (e1),px (e2) € [0,5,1],
wx (es), ux (es) € [0,0,5] se tendrd que

F (identidad) (X) = 0,5
Por ejemplo,

F (identidad) (({1/e1,1/es,0/e3,0/e4}))

= 7 (identidad) (({0,5/e1,0,5/e,0,5/€3,0,5/es}))
— F (identidad) (({1/e1,1/€2,0,5/e3,0,5/es}))

= F (identidad) (({0,5/e1,0,5/e3,0/e3,0/e4}))

= F (identidad) (({0,9/e1,0,8/e5,0,1/e5,0,2/es}))
=0,5

Mas claramente, los modelos que propagan la borrosidad son incapaces de distin-
guir las situaciones que se presentan en la figura 1.8 para el cuantificador identidad.
Por otra parte, el cuantificador semi-borroso identidad es un caso claro de un cuan-
tificador semi-borroso estrictamente creciente, pero los modelos M y M¢x sélo son

mondtono no-decrecientes.
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\

Caso 1)

Figura 1.8: Ejemplo de situaciones indistinguibles para los modelos M y M¢cx y el

cuantificador semi-borroso identidad : P (E) — 1.

Como consecuencia, podemos decir que los DFSs que propagan la borrosidad
pueden ser ttiles en ciertas aplicaciones en las cuales la coherencia de los modelos con
las intuiciones lingiiisticas es importante, pero los ejemplos anteriores demuestran
que no son utiles para aplicaciones en las que sea necesario realizar una ordenacion
fina de los datos de entrada. Es cierto que los DFSs estandar son coherentes con
los operadores borrosos max, min, por lo que el comportamiento anterior puede ser,
hasta cierto punto, una consecuencia de los operadores logicos inducidos. Pero es
muy facil imaginar aplicaciones en las que los resultados anteriores no son aceptables,
dada la incapacidad de los modelos para distinguir entre las situaciones presentadas.

En [47, apéndice A.] Glockner utiliza frecuentemente un ejemplo en el que se
muestran imagenes de nubosidad de una regién de Alemania (en escala de grises)
para criticar las consecuencias de la violacion de ciertas propiedades por parte de
las aproximaciones a la cuantificacién borrosa anteriores a su trabajo. Pero estos
ejemplos son muy parecidos al que planteamos en la figura 1.8. Si interpretamos que
las imagenes de la figura 1.8 representan la nubosidad de una determinada region,
entonces parece claro que la primera imagen (figura 1.8, caso 1) es un ejemplo de
nubosidad baja*® mientras que la segunda (figura 1.8, caso 2) es un ejemplo de
nubosidad alta. Pero los modelos M y Max no son capaces de distinguir ambas
situaciones, resultando una clasificacién de nubosidad media para ambas imagenes.

En particular, la aplicacién de cuantificacién borrosa en recuperacion de infor-
macion que se plantea en esta memoria (véase el capitulo 5) es un ejemplo claro de
un problema practico en el cual la situacién descrita por el ejemplo anterior no es
aceptable. A la hora de calcular un ranking de documentos, no podemos aceptar que

43Supéngase que el color blanco representa la nubosidad; esto es, cuanto més clara es la imagen

més nubosidad existe en la misma.
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un documento al que pertenecen la mitad de los términos de la consulta en grado
completo, y la otra mitad en grado medio obtenga la misma posicién en el ranking
que otro documento al cual s6lo pertenecen la mitad de los términos de la consulta
en grado medio.

Glockner reconoce que los DFSs que propagan la borrosidad no son adecuados
para algunos problemas [47, seccién 8.1.] y menciona explicitamente que en oca-
siones puede ser necesario sacrificar la propiedad de propagacion de la borrosidad.
En el capitulo 8 de su tesis Glockner analiza la clase de modelos que no cumplen
las propiedades de propagacion de la borrosidad en alguna de sus dos variantes e
identifica un modelo particular, el modelo F¢; definido previamente, como ejem-
plo paradigméatico de modelo 1til capaz de superar las limitaciones anteriores. Pero
como veremos, el modelo F¢y, no soluciona adecuadamente este problema. Aunque
el modelo Fgy, es adecuado para la construccién de rankings en el caso unario, en
el caso binario presenta problemas similares a los de los modelos que propagan la

borrosidad:

Ejemplo 24 Consideremos ahora la version binaria del cuantificador semi-borroso
identidad® : P ({ey,...,es})* — I definido como

. . 1 D Y =0
identidad (Yh Y2> = [Y1NYa| Y, # @
1

[Yi]

Entonces

Feorn (identidad) ({1/e1,1/e2,0,5/e3,0,5/e4},{0,5/e1,0,5/e5,0,5/e3,0,5/e4})
= 0,5
= fCh (identldad> ({1/617 1/627 075/637 075/64} ) {075/617 075/627 1/637 1/64})
= Fon (identidad) ({1/e1,1/e2,0,5/e3,0,5/e4},{0,5/€1,0,5/€2,0,7/e3,0,7/e4})
y también
fC’h (identidad) ({1/61, 1/6’2, 0,5/63, 0,5/64} y {1/61, 1/62, 0/63, 0/64})
= 0,75
= fCh (identldad) ({1/617 1/627 075/637 075/64} ) {1/611/627 075/637 075/64})
= fCh (identidad) ({1/61, 1/62, 0,5/63, 0,5/64} s {1/611/62, 0,3/63, 0,3/64})

Con lo que el cuantificador borroso Feyp, (identidad) es constante para ciertos ran-
gos.
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El cuantificador semi-borroso identidad® : P ({ey,...,eq})*> — I es estricta-
mente creciente en su segundo argumento para @ C Y, C Y;. No hemos estudiado
como extender la definicién de la propiedad de monotonia para asegurar la mono-
tonia estricta en ciertos rangos, pero parece evidente que para ciertas aplicaciones
es necesario poder distinguir entre las situaciones que se acaban de presentar.

Aconsejamos al lector la consulta del capitulo 5 para contrastar las diferencias de
rendimiento entre el modelo F¢y, v los modelos probabilisticos que vamos a desarro-
llar en esta memoria en el dominio de recuperacion de informaciéon. Es importante
que el problema que se plantea en dicha seccién es una de las tareas en las que
més se ha estudiado la aplicacién de la cuantificacién borrosa ( [9, 10, 34, 35, 67]
y [47, capitulo 11], [48,49]). Pese a que el modelo F¢y, es el ejemplo paradigmético
de DFSs estandar que no cumplen la propiedad de propagacion de la borrosidad,
para cuantificadores binarios el rendimiento de este modelo ha sido muy inferior al
de los modelos basados en una interpretacion probabilistica de los conjuntos borro-
sos. La diferencia de rendimiento es tan importante que practicamente descarta este
modelo para la aplicaciéon mencionada.

1.5.8. Otras aproximaciones a la cuantificacién borrosa.

Esta seccién se dedica a analizar otras propuestas del ambito de la cuantificacion
borrosa y a matizar algunas modificaciones y generalizaciones de los modelos que
hemos analizado en los apartados anteriores. El comportamiento de los modelos que
se presentan en esta seccién no es muy adecuado, por lo que sélo vamos a detallar
algunos de sus problemas mas graves.

En [89] los autores proponen evaluar cuantificadores definidos a partir de fun-
ciones de soporte proporcionales realizando una interpolacién entre el cuantificador
universal y el existencial. Este modelo se analiza en [80, pag. 79|, [4, pag. 96].

La expresion que se propone en este trabajo es la siguiente:

Vo) (o) (X) = a(pux, () A px, (€2) + (1= @) (Fpx, (@) V px, (1)
donde « es el grado de disyuncién del cuantificador.

El comportamiento tedrico de este modelo no es muy sélido. Se comprueba facil-
mente que el modelo anterior no verifica las propiedades de generalizacion correcta y
monotonia en los cuantificadores, por lo que no entraremos a analizar esta propuesta
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en mas profundidad.

En [19, pag. 17] Delgado et. al. proponen el cdlculo de una medida de cardinalidad
que intenta interpretar la cardinalidad relativa de los conjuntos argumento a partir
de una expresion muy similar a las expresiones 1.15 y 1.16 del método de Yager
basado en OWA:

pze (ei) = a(px, (€) A px, (€) + (1 — @) (Spx, () V px, (€3)

donde « es el grado de disyuncion del cuantificador. Sobre este nuevo conjunto es
posible definir la medida de cardinalidad L (Z, k) (tal como se explica en la seccién
1.5.5) y, utilizando ésta la medida F (Z, k) (secciéon 1.5.5). Una vez construida la
cardinalidad E (Z, k) podemos aplicarle las técnicas de evaluacién de cuantificadores

unarios.

Aunque los autores dejan abierta la eleccion de las tnormas y tconormas, profun-
dizan en la eleccién particular que se utiliza en la definicién del método G D (seccién
1.5.6). Los propios autores mencionan en [22, pag. 49] el mal comportamiento del
modelo. Para la eleccién particular de operadores que se utiliza en el modelo G'D
el modelo generaliza la propuesta basada en OWA a cuantificadores no coherentes
(véase la seccion 1.5.2), por lo que se le pueden aplicar las criticas de esta propuesta.
No hemos profundizado en el comportamiento del modelo para otros conjuntos de
operadores, pero parece dificil que exista alguna opcion viable, al combinar este mo-
delo dos ideas (la realizacién de una interpolacion entre el cuantificador universal y
el existencial, y la generalizacion de la medida FE-Count) que no parecen permitir

la definicién de modelos validos**.

En [100, pag. 394] Yager propone una expresion que incluye como caso particular
el modelo FG-Count:

7=0,...m

Vo (1) (X) = <uQ (i) ® </\um <X>)> (1.25)

donde ® y A representan dos tnormas cualquiera. Si ® = A = min entonces el
modelo es equivalente al basado en la medida de cardinalidad FG-Count por lo
que podemos entender el mismo como una generalizacién de esta propuesta para
operadores arbitrarios.

44Con la excepcién del modelo GD que hemos analizado en la seccién 1.5.6.
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El modelo Ya(bls) presenta los mismos problemas que el modelo basado en FG-
Count con respecto a la descomposicién de cuantificadores (véase la seccion 1.5.3).
Ademas, el modelado de cuantificadores no crecientes a traves de las propiedades de
negacion externa e interna parece irreconciliable con esta generalizacién del modelo

FGCount. Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 25 Se considera el siguiente conjunto borroso y la siguiente funcion de
soporte:

X = {075/617 075/627 075/637 075/647 075/657 075/66}
1 <2
pq () = {

0 : x>2

Supongamos, por ejemplo, que elegimos como tnorma N el producto en la expresion
1.25 (la eleccidn de la tnorma & es indiferente ya que la funcion de soporte del cuan-
tificador es nitida). Utilizando las transformaciones de negacidén externa y negacion

interna tenemos

M:Q($)={O <2

1 : z>2
() 0 : <5

= (z) =
He 1 : z2>5

Con lo que

SV (170) (X) == mix <mfn <qu (@) [T <X>>)

7=0,....m

Y4 (=) (5X) = Y4 (1g=) (X)
_ . ’ A j
méx (min (4o (7),05))

=0,5°
= 0,031
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Notese que en general
2 5
=/\0.5# /\0,5
i=0 i=0

para una tnorma distinta del minimo, por lo que es facil construir contraejemplos
similares para otras tnormas.

En [100, pag. 398] también se propone un modelo que incluye al modelo basado
en FGCount para cuantificadores proporcionales analizado en la seccion 1.5.3. Este
modelo generaliza la expresion 1.18 mediante la utilizacion de otros operadores bo-
rrosos. Como este modelo incluye al modelo definido en la expresion 1.25 como caso
particular, la critica realizada al mismo se extiende a esta propuesta. Ademas, las
criticas realizadas en el apartado 1.5.3 al modelo basado en FGCount para cuanti-

ficadores proporcionales son aplicables a toda funcién de implicacién continua®.

En este primer capitulo hemos introducido el problema de la cuantificaciéon bo-
rrosa, realizando una breve exposicion del marco tradicional de Zadeh y de la aproxi-
macién a la cuantificacion planteada en la teoria de los cuantificadores generalizados,
para explicar luego como Glockner ha combinado las ideas de estos dos enfoques para
establecer el marco de trabajo que vamos a seguir en esta memoria. Posteriormen-
te hemos expuesto un conjunto de propiedades que permiten evaluar la calidad de
las distintas aproximaciones a la cuantificacion borrosa. También hemos realizado
una revisién critica de las distintas propuestas planteadas en la bibliografia. Esta
revisiéon demuestra que la mayoria de las propuestas presentan defectos que las in-
validan para muchas aplicaciones. De ahi que el estudio de nuevas aproximaciones
para resolver el problema sea de interés en general y en particular para la tarea de
recuperacion de informacion abordada en esta memoria.

El propésito del proximo capitulo es la explicacion de la interpretacion proba-
bilistica de los conjuntos borrosos que subyace a los modelos de cuantificaciéon que

4 Recordemos que una de las criticas més importantes de este modelo se debfan a la no conti-
nuidad del mismo. Sea I (x1,z2) una funcién de implicacién continua. Entonces para todo € > 0
existe una bola centrada en (0,0) B ((0,0),0) tal que I (x,0) > 1 — e para (x,0) € B((0,0),4).
De esta manera el contraejemplo planteado en 1.5.3 a las propiedades de continuidad y monotonia
también es aplicable en este caso.

Por otra parte, la utilizacién de funciones de implicacién discontinuas tendria como consecuencia

la discontinuidad del modelo de cuantificacion resultante.
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definiremos en el capitulo tres. Esto nos permite evitar la presentacion “abstracta”
de los modelos, tan habitual en el campo de la légica borrosa y que tantas criticas

suele suscitar a la disciplina.



Capitulo 2

Interpretaciones probabilisticas de
los conjuntos borrosos

Una de las criticas mas habituales a las que se ha tenido que enfrentar la teoria
de los conjuntos borrosos es el significado y la medicién de las funciones de perte-
nencia [7,38,39]. Pese a que la disciplina de los conjuntos borrosos ha progresado
enormemente desde la publicacién del primer trabajo de Zadeh [102] la interpreta-
cion de los grados de pertenencia ha estado situada siempre en un segundo plano, y
sélo recientemente [38] parece haber comenzado a recibir la atencién que realmente
merece. En general, las matematicas borrosas han sido desarrolladas principalmente
como una teoria abstracta, con todos los problemas que esto puede entranar. Los
potenciales usuarios de la teoria tienen a su disposiciéon una increible amalgama de
operadores y modelos borrosos pero muy poca guia acerca de como utilizar los mis-
mos o como justificar los resultados obtenidos en su aplicacién. Ademds, no todos
los operadores y combinaciones son adecuados cuando pensamos en una aplicacion
concreta, ya que ciertas combinaciones pueden carecer de sentido para el problema
que estemos intentando resolver.

Como Dubois y Prade enuncian en [7, pdg 195]:

“los conjuntos borrosos estdn completamente caracterizados por sus fun-
ciones de pertenencia y para poder eliminar la confusion existente y
consequir una teoria solida de los conjuntos borrosos se mecesita una
semdantica rigurosa y métodos de medicion adecuados de las funciones
de pertenencia”.

121
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En [38, pag. 141] Dubois y Prade van més alld y ademds de senalar estos pro-
blemas indican que muchas de las criticas que ha recibido la teoria de conjuntos
borrosos se deben a la no existencia de una interpretacién uniforme para los grados
de pertenencia:

“cuando se investiga en la literatura de conjuntos borrosos, incluidos los
propios articulos de Zadeh, no existe uniformidad en la interpretacion
del significado de los grados de pertenencia. Esta situacion ha causado
muchas criticas por parte de los oponentes de los conjuntos borrosos, vy
también muchos malentendidos dentro del propio campo. Las afirmacio-
nes mds negativas que se encuentran en la bibliografia giran acerca de
cuestiones relacionadas con la interpretacion y la medicion de los grados
de pertenencia.”

Por tanto, la interpretacién de los grados de pertenencia y la representacién ma-
tematica utilizada para representar los conjuntos borrosos son conceptos fundamen-
tales. Es cierto que en algunas ocasiones particulares podemos calcular las funciones
de pertenencia y decidir que operadores utilizar mediante técnicas de aprendizaje
automatico. Pero éste es sélo un caso particular aplicable en algunos problemas. En
su origen la teoria de conjuntos borrosos fue planteada como una técnica sumamente
expresiva de gran potencial para la representacién del conocimiento y emulacion del
razonamiento humano. Y este es el poder real de la teoria de los conjuntos borrosos;
el de permitirnos manejar reglas muy cercanas al lenguaje natural y al razonamiento
humano de una manera transparente. Y para conseguir este propésito es importante
saber que tipo de informacién podemos representar mediante los grados de perte-
nencia y los conjuntos borrosos, y cuales son las consecuencias de los formalismos
matematicos que utilicemos para representarlos.

Por esta razon hemos preferido introducir la semantica subyacente a los modelos
de cuantificacién que se plantean en esta memoria en lugar de presentar los mismos
de una manera abstracta. Este punto, muchas veces ignorado en la definicién de
modelos de cuantificacién, nos parece de importancia vital. El apartado de revision
de esta memoria (véase la seccién 1.5) supone un argumento importante en la defensa
de esta postura, ya que aquellos modelos de interpretacion mas dudosa son en general
los que presentan un peor comportamiento tedrico.

Tampoco queremos decir con esto que los modelos que se presentan en esta
memoria mejoren el comportamiento de los existentes gracias a la interpretacion de
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los conjuntos borrosos subyacente. Es mas, las interpretaciones de los mismos no
son las méas habituales desde el punto de vista de la teoria de conjuntos borrosos
aunque existen diversos trabajos que las sustentan. Lo que queremos resaltar es
que la interpretacion de los conjuntos borrosos nos parece muy relevante, y que
en un campo tan complejo como el de la cuantificaciéon borrosa, la interpretacion
subyacente es de mucha importancia para comprender el comportamiento de los

modelos y, huelga decirlo, ayudar también a entender sus posibles problemas.

El propdsito de este capitulo es introducir la interpretacion probabilistica que
subyace a los modelos de cuantificacién que se plantean en el capitulo 3. El desarrollo
del mismo es el siguiente. Primeramente introduciremos las distintas interpretacio-
nes de los grados de pertenencia asi como algunos de los formalismos matematicos
mas habituales que se utilizan para representar los conjuntos borrosos. Seguidamente
nos centraremos en las representaciones particulares que se utilizan en la definicién
de los modelos de esta memoria. La primera interpreta los conjuntos borrosos como
verosimilitudes y es la base del modelo de cuantificacién F4 (seccién 3.1); la segun-
da interpreta los conjuntos borrosos como conjuntos aleatorios y es la base de los
modelos de cuantificacién FMP y FT (seccién 3.2).

2.1. Interpretacién de los grados de pertenencia

Segtin Dubois y Prade [38,39] en la bibliografia podemos encontrar tres inter-
pretaciones de los grados de pertenencia de los elementos de un conjunto borroso:

= Grado de similaridad. Desde este punto de vista el grado de pertenencia
ix (€) representa la distancia del elemento e a elementos “ideales” o “prototi-
po” para los cuales consideramos que la propiedad asociada a X se cumple con
seguridad. Esta vision es muy interesante en la interpretacion de los métodos
de clusterizacion y el control borroso.
Por ejemplo, para determinar el grado de pertenencia de un coche ¢ a la cate-
goria “grande” podemos tomar un coche prototipo de la categoria (por ejemplo
un Mercedes m) y medir la distancia del mismo a este elemento prototipo. De
esta manera podemos calcular el grado de pertenencia figrange () como una

funcién decreciente en funcién de la distancia a m.!

'El ejemplo es una adaptacién del planteado en [38].
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» Grado de preferencia. Segun este punto de vista px (e) representa el grado
de preferencia del elemento e con respecto a los otros elementos del universo.
Asi, los conjuntos borrosos representan “restricciones flexibles”; es decir, con-
diciones que pueden ser cumplidas en mayor o menor grado, dependiendo del
valor de pyx (e). Esta vision estd muy relacionada con la optimizacién borrosa
(més especificamente con la programacion lineal borrosa y con el anélisis de
la decision).

Por ejemplo, si estamos interesados en comprar un coche grande entonces
Ugrande (¢) representard un grado de preferencia y el conjunto borroso grande
una restriccién sobre los coches aceptables.

= Grado de incertidumbre. Desde el punto de vista de la teoria de la posibi-
lidad px (e) representa el “grado de posibilidad” de que la variable v asociada
al conjunto borroso X tome valor e. Desde este punto de vista los elementos
pertenecientes al soporte de X son mutuamente exclusivos, y el conjunto X
representa una ordenacion de los mismos en funcién de dicho grado.
Esta alternativa es aplicable si, por ejemplo, escuchamos la frase “he visto un
coche grande”. En esta situacion el valor de pertenencia de un coche ¢ al con-
junto borroso grande indica la plausibilidad de que ¢ sea el coche mencionado.

Notese que en cierta medida, las interpretaciones se asocian a ciertos tipos de
aplicaciones; es decir, el tipo de aplicacién determina (aunque puede haber aplica-
ciones que mezclen varias visiones) la interpretaciéon de los grados de pertenencia.

Por su parte Bilgi¢ et al. [7] no siguen esta divisién y relacionan directamente
la interpretacién de los grados de pertenencia con los formalismos matemaéticos que
nos permiten representarlos, enfatizando ademaéds la importancia de relacionar la
representacion matematica con los métodos que nos permiten construir las funciones
de pertenencia.

Bilgic et al. distinguen cinco formalismos matematicos principales para repre-
sentar los conjuntos borrosos: desde el punto de vista de la verosimilitud; desde el
punto de vista de los conjuntos aleatorios; desde el punto de vista de la similaridad;
desde el punto de vista de la utilidad; y desde el punto de vista de la medicion. Las
cuatro primeras suponen una representacion numérica de los grados de pertenencia.
La tultima no realiza dicha suposicion, y plantea que la utilizacién de una estructura
maés débil (por ejemplo un conjunto ordenado) es suficiente. Por otra parte las dos
primeras se adhieren a una interpretaciéon frecuentista de los grados de pertenencia;
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la tercera interpreta los grados de pertenencia como similaridades en funcién de
distancias; y la cuarta interpreta los grados de pertenencia como costes.

A continuacién realizamos una breve descripcién de estas cinco representaciones
[7]. Las dos primeras visiones son la base de los modelos propuestos en esta memoria
y se presentan mas brevemente porque se detallaran en el siguiente apartado. En la
descripcion de las visiones explicaremos la interpretacion gy, (Pedro) = 0,7 (i.e.,
“Pedro es alto en grado 0,7”) desde cada una de ellas:

1. Representacion de los grados de pertenencia como verosimilitudes.
Bajo esta visién el 70 % de una poblacién dada declara que “Pedro es alto”.

2. Representacion de los grados de pertenencia basada en conjuntos
aleatorios. Bajo esta visién el 70 % de la poblacién describe “alto” como un
intervalo que contiene la altura de Pedro.

3. Representacion de los grados de pertenencia como similaridades.
Bajo esta vision las funciones de pertenencia representan la distancia a ele-
mentos prototipo. Desde este punto de vista, la altura de Pedro se encuentra
a una distancia de 0,3 de un objeto ideal considerado “alto” con seguridad.
Esta representacién esta muy relacionada con la interpretacion de grados de
pertenencia como similaridades.

4. Representacion de los grados de pertenencia desde el punto de vista
de la utilidad. Segin este punto de vista 0,7 es la utilidad de afirmar que
Pedro es alto. Esta vision esta relacionada con la interpretacion de los grados
de pertenencia como costes. En [39] se indica la utilizacién de “toll sets”? para

manejar las funciones de coste.

5. Representaciéon de los grados de pertenencia desde el punto de vista
de la teoria de la medicién. Desde este punto de vista no se asume que
la escala que utilizamos para representar un conjunto borroso sea numeérica.
Un conjunto ordenado es suficiente. Incluso se puede suponer una abstraccion
mayor y asociar una relacién de orden a los predicados (>x), de manera que
e >y € indica que “e es mas X que €7, donde X es un predicado.

2Una alternativa a los conjuntos borrosos en los que se utiliza la escala [0, 00)U{oco}. El valor de
pertenencia indica el coste de afirmar que un elemento pertenece a una categoria. Asi, si la altura
de Pedro fuese 2m., entonces el coste de afirmar que es alto seria 0, y el de afirmar que no es alto

seria oo.



126 Capitulo 2. Interpretaciones probabilisticas de los conjuntos borrosos

Por nuestra parte nos parece adecuado considerar que la clasificacién planteada
por Dubois y Prade determina los significados que se puede asociar a los grados de
pertenencia, mientras que la clasificacion planteada por Bilgic et al., determina las
representaciones formales que se pueden utilizar para representarlos.

Hasta cierto punto, las distintas representaciones se pueden utilizar para re-
presentar las tres interpretaciones (similaridad, preferencia, incertidumbre) de los
grados de pertenencia, aunque algunas puedan ser preferibles dependiendo del signi-
ficado que queramos manejar. Por ejemplo, supongamos que px (e) representa una
verosimilitud. Entonces podemos interpretar los grados de pertenencia como simila-
ridades suponiendo que px (e) representa la probabilidad de que el elemento e sea
calificado como X (“e es X”); es decir, uy (€) > ux (¢/) indica que es mas probable
la afirmacion de que e pertenece al conjunto de elementos ideales que la afirma-
cién de que €' pertenece a dicho conjunto. Desde el punto de vista de la preferencia
px (e) > ux (¢') indica que es més probable elegir e que €’ de acuerdo con el criterio
representado por X. Y desde el punto de vista de la incertidumbre ux (e) > px (€’)
indica que es méas probable que e se ajuste a la restriccién que €.

Supongamos ahora que px (€) representa una similaridad (desde el punto de vista
de Bilgig et al.). Podemos interpretar uy (¢) como una preferencia suponiendo que
los elementos “ideales” de X son aquellos que preferimos con seguridad. Y podemos
interpretar px (e) como una posibilidad suponiendo que los elementos “ideales” son
aquellos perfectamente plausibles.

En general, las representaciones anteriores se relacionan con distintos modelos
para la medicién experimental de las funciones de pertenencia. Aunque siempre
existe la alternativa de representar las funciones de pertenencia subjetivamente y
asumir luego una de las visiones operativas anteriores. Otra alternativa para la cons-
truccién de las funciones de pertenencia es la utilizacion de técnicas de aprendizaje
automético (e.g. redes neuronales o alguna aproximacién similar) para seleccionar
las funciones que mas se adaptan a los datos observados.

Ademsds de las representaciones anteriores podemos considerar una sexta, la cual
introducimos por ser subyacente a los modelos de cuantificacién planteados en [41,
45,47,50] (véase la seccién 1.5.7):

6. Representaciéon de los grados de pertenencia desde el punto de vista
de la prudencia. Desde este punto de vista el valor de pertenencia % represen-
ta el maximo nivel de prudencia. Ante la afirmacién: el grado de pertenencia
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de Pedro al conjunto borrosos “alto” es % tenemos inseguridad absoluta acerca
de si es mas correcto aplicar la etiqueta “alto” o “no alto” a Pedro. Valores
mas cercanos a 0 o a 1 indican mayor aplicabilidad de la etiqueta “no alto” o
“alto” respectivamente. Los modelos planteados en [41,45,47,50] se apoyan en
representaciones de los conjuntos borrosos basadas en conjuntos trivaluados
que se vinculan a esta interpretacion.

En los siguientes apartados explicamos la representacion basada en verosimili-
tudes y la representacion basada en conjuntos aleatorios en mayor detalle, ya que
son la base de los modelos de cuantificaciéon planteados en la memoria. No obstante
es importante destacar que el modelo F4 (que se plantea en el préximo capitulo)
también se pueden interpretar desde el punto de vista de las similaridades?.

2.2. Interpretacion de los conjuntos borrosos ba-

sada en verosimilitudes

En esta seccion desarrollamos la interpretacién de los conjuntos borrosos basada
en verosimilitudes. Esta interpretacién sera la base del QFM F4 que plantearemos
en la seccion 3.1.

La interpretaciéon semantica de los conjuntos borrosos basada en verosimilitu-
des [7,39,70,87] interpreta la vaguedad como la consecuencia de las diferencias de
opiniones de los individuos. Bajo este supuesto, es posible medir la vaguedad de un
hecho realizando un experimento aleatorio en el que preguntamos a un grupo de
individuos su opinion acerca del cumplimiento del mismo. Consideremos el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 26 Supongamos que tenemos decidir si el valor de altura 185cm. se con-
sidera “alto para hombres adultos”. Para resolver este problema planteamos un ex-
perimento aleatorio en el que preguntamos a cuatro individuos o votantes (V =
{v1,v9,v3,04}) si consideran cierto el enunciado P “el valor de altura 185cm. es
alto”. Denotemos por Cp (v) € 2, v € V' la respuesta de cada votante, y supongamos
que las respuestas de los votantes han sido las siquientes:

Cp(v1) =1,Cp(v2) = 0,Cp (v3) = 1,Cp (v4) = 1

3En la seccién 3 se planteard esta alternativa para el modelo F4.
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entonces podemos definir el grado de cumplimiento del predicado P como

JveV:Cp(v) =1]
V]

(P)

3
4
El experimento anterior se puede plantear sobre todo el universo de alturas R.

Sea h € R. Podemos definir el grado de pertenencia asociado a “el valor de altura h

es alto” como

w(“h es alto”) = Pr (“h es alto”)
v €V : Cip es aner () =1
V]

De esta manera se asigna un grado de pertenencia a todo el universo de referencia.
En la notacién habitual de los conjuntos borrosos se asocia a la etiqueta “alto” un
conjunto borroso alto € P (R) definido como

taito (B) = p(“h es alto”)

Noétese que bajo esta vision g (h) > prao (B') indica que es mds probable que

se considere cierto “h es alto” que “h’ es alto”.

Una de las suposicion aceptable cuando se adopta esta visién es la hipdtesis de
independencia que consiste en no suponer que la respuesta de los votantes para un
determinado valor h € R condiciona su respuesta para otro elemento h'4. Suponga-
mos ahora que el universo de referencia F es finito y sea X € P (E). Puesto que

estamos interpretando que
px (e) = Pr(“e es X7)
entonces bajo la hipétesis de independencia tendremos que

Pr(“ces X” A“c’ es X”)=Pr(“ces X7)-Pr(“ es X7) (2.1)
= pix (€) - px ()

4La situacién de que la respuesta de los individuos condicione sus decisiones sobre otros ele-
mentos del universo esta mas relacionada con la representacién de conjuntos borrosos basada en
conjuntos aleatorios que vamos a tratar en el siguiente apartado.
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Podemos extender la idea anterior para definir la probabilidad de que un con-
junto nitido Y € P (F) sea el representante de un conjunto borroso X € P (E)
cuando suponemos el referencial F finito. Intuitivamente, esta probabilidad es la
probabilidad de que solamente los elementos de Y pertenezcan a X. Formalmente:

Definicién 90 (Pr (representativex =Y)) Sea X € P (E), E finito. Se define la
probabilidad de que el conjunto nitido Y € P (E) sea un representante del conjunto
borroso X € P (FE) como

Pr (representativex =Y) = H,uX (e) H (1—pux(e))
ecY ecE\Y

Noétese que en la definicién anterior los puntos de probabilidad son los subcon-
juntos de F. De esta manera la o-algebra sobre la que esta definida la probabilidad

es P(E).

> Aunque hemos sustentado la definicién de Pr(representativex =Y) en una interpretaciéon
probabilistica de los conjuntos borrosos, nos parece importante sefialar que es posible separar la
definicién anterior de esta interpretacién probabilistica. En [92] se define la equipotencia entre un
conjunto nitido Y € P (E) y un conjunto borroso X € P (E) como

Eq(Y,X) = Nep (1ux (€) = py (€)) A’ Abep (ny (€) — px (e))

donde A, AZ son tnormas y — una funcién de implicacién borrosa.

Eq (Y, X) se puede interpretar como la similaridad entre el conjunto nitido Y € P (FE) y el
conjunto borroso X € P (E).

Para el caso particular en el cual A! (x1,22) = A% (21,72) = 21 - 72 (tnorma producto) y —
(r1,22) = min (1,1 — 21 + x2) (implicacién de Lukasiewicz) tenemos:

Si e € E entonces py (e) =1 con lo que

(nx (€) = py (€)) A (uy (e) = px (e)) = px (e)

Si e ¢ E entonces uy (e) = 0 con lo que

(ux (e) = py (€)) A (py (e) — pux (e)) =1 — pux (e)

Eq(Y,X) = (Aeerpx () A (Aegr (1 — px (€)))
= [Tuxte) TI @-nx(e)

ecY e€E\Y

Aunque hemos escogido la implicaciéon de Lukasiewicz, el resultado anterior es valido para toda
funcién de implicacién tal que — (1,x2) = o.
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En adelante utilizaremos la siguiente notacién para representar esta probabilidad.

Notacién 27 (mx (Y)) Sea X € P (E) un conjunto borroso e Y € P (FE) un con-
Junto nitido. Denotaremos

mx (Y) = Pr (representativex =Y) (2.2)

Veamos ahora un ejemplo en el que se calcula la probabilidad de un representante
nitido de un conjunto borroso:

Ejemplo 28 Sea E = {ey, e5, 5} el conjunto referencial y X € P (E) un conjunto
borroso definido como
X = {078/617 072/627 076/63}

Entonces

x (fevesh) =[nx(e) T (1=px(e)

ecY ecE\Y

= Ux (61) X Mx (63) X (1 — HXx (62))
= 0,8 X 0,6 X (]. - 072>
— 0,384

En ocasiones vamos a necesitar restringir la probabilidad de un conjunto borroso
X € P(F) a un subconjunto £ C F del conjunto referencial. Sea X € P (E') la
proyeccién de X en E'; es decir, X’ es el conjunto borroso sobre E’ definido como

pxr (e) = px (e) e € F/

En este caso vamos a denotar la probabilidad de X’ sobre £’ de la siguiente manera:

Notacién 29 (m% (Y)) Sea X € P (E) un conjunto borroso, E' C E una restric-
cion del conjunto referencial e Y € P (E') un conjunto nitido sobre E'. Denotaremos

m¥ (Y) =mx (Y)
donde X' es la proyeccion de X sobre E'; es decir, el conjunto borroso definido como

pxr (e) = px (e) e € F
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Cuando sea de utilidad también vamos a utilizar la notacién anterior para expli-

citar el referencial sobre el que estemos trabajando.

Sea e € I/ un elemento cualquiera. Se cumple que la probabilidad asociada a los
conjuntos que contienen a e es justamente uyx (e); esto es, la probabilidad de que e
cumpla la propiedad asociada a X es la misma que la suma de las probabilidades

de los representantes que contienen a Iv:

Yooomx (V)= > mx(Y)
{e}cyCE

YGP(E)|eeY
= pix () mi ' (VA {e})

{e}CYCE

=ux(e) Y. myt(y)

aCY CE\{e}

= px (e)

ya que z;agyg B\fe} mf(\{e} (Y) = 1 porque es la suma de las probabilidades de

todos los representantes de X\t en E\ {e}. Intuitivamente, sélo nos interesa el
cumplimiento de la propiedad para el elemento e, siendo indiferente si esta se cumple

para el resto de los elementos del referencial F.

Se considera ahora la situacion en la que queremos calcular la probabilidad de
que dos conjuntos nitidos Y7, Yy € P (FE) sean respectivamente los representantes
de dos conjuntos X1, Xo € P (F) borrosos. Es decir, se considera el célculo de la

probabilidad del evento “representativeyx, =Y, A representativex, = Y5".

Si los conjuntos borrosos X; y X, se refieren a distintos universos de referen-
cia (e.g. peso y altura) es razonable suponer que la probabilidad de que Y; sea
representante de X; es independiente de la probabilidad de que Y5 sea representan-
te de X% Nétese que una vez hemos supuesto que las decisiones de los votantes
son independientes para elementos referidos a la misma propiedad (expresién 2.1)
es logico suponer independencia para elementos referidos a distintas propiedades.

Asi definimos:

SEn el trabajo [87] se analiza en profundidad la interpretacién de los conjuntos borrosos ba-
sada en verosimilitudes. En [87, pdg. 95] el autor argumenta que lo més razonable es suponer
independencia entre distintos universos.
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Definicién 91 (Pr (representativey, = Y1 A representativex, = Ys)) Sean X1, X
€ 75(E) conjuntos borrosos, Yi,Ys € 75(E) conjuntos nitidos, y I un referencial
finito. Bajo la hipotesis de independencia anteriormente explicada la probabilidad de
que Y7 sea representante de X, e Yy sea representante de X5 es:

Pr (representativex, = Y, A representativey, = Ys) = my, (Y1) - mx, (Ys)

donde se ha supuesto que los conjuntos X, y Xo se construyen a partir de conceptos
independientes.

Los modelos de cuantificacion que se presentan en esta memoria se aplican a
conjuntos borrosos numeéricos. En general, estos conjuntos se suponen construidos
a partir de la aplicacién de ciertas etiquetas (e.g, “pesado” y “alto”) a los valores
de ciertas propiedades (e.g, “altura” y “peso” para las etiquetas “pesado” y “alto”)
que se miden sobre los elementos del conjunto base (por ejemplo individuos). Pero
como constatan algunos autores [70,87]) bajo las interpretaciones probabilisticas de
los conjuntos borrosos parece necesario utilizar distintas operativas en funcién de los
términos lingiifsticos que estemos manejando. Consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 30 Consideremos el enunciado “el valor de altura 185c¢m. es alto o no
alto”, equivalente semanticamente a “el valor de altura 185cm. es alto” o “el valor
de altura 185cm. es no alto”. Denotemos por P’ el predicado “el valor de altura
185¢m. es alto” y por P" el predicado “el valor de altura 185cm. es no alto”, este
ultimo equivalente semanticamente a “es falso que el valor de altura 185cm. sea
alto”. Sea v un votante cualquiera; es razonable que si

CP/ (U) =1
entonces
Cp// (”U) =0
Ademds,
Cprpr (v) =1

Si consideramos de nuevo el conjunto de votantes V = {vy,vq,v3,04} entonces el
unico resultado razonable del experimento aleatorio es

Cprypr (v1) = Cprypr (v2) = Cprypr (v3) = Cprypr (vg) =1
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y ast

w(“h es alto o no alto”) = Pr (“h es alto o no alto”)

_ |U cV: C“h es alto o no alto” (U) = 1‘
V]

=1

Noétese que para este ejemplo la suposicion de independencia no es razonable.
Retomaremos esta idea en el capitulo 3, en el cual se definen algunos QFMs basados

en las interpretaciones de los conjuntos borrosos que se explican en este capitulo.

2.3. Interpretacion de los conjuntos borrosos ba-

sada en conjuntos aleatorios

En esta seccién explicamos la interpretacion de conjuntos borrosos basada en
conjuntos aleatorios, que es la base de los modelos FMP y FI que desarrollaremos
en la seccion 3.2.

La interpretacién semantica de los conjuntos borrosos basada en conjuntos alea-
torios [7,37,39] también interpreta la vaguedad como consecuencia de las diferencias
de opinién de los individuos. Pero a diferencia de la interpretacion basada en ve-
rosimilitudes, esta interpretacion considera cierta coherencia en las decisiones de
los individuos para los distintos elementos del referencial. Consideremos el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 31 Supongamos el mismo experimento que en el ejemplo 26, pero exten-
damos el experimento a todos los posibles valores de altura (e.g, h € R) en vez de
considerar unicamente un valor concreto. Si un individuo considera que el predicado
“h es alto” es cierto para un determinado valor de altura h, entonces es razonable
que dicho individuo considere el predicado “h’ es alto” cierto para cualquier valor
h' > h. De esta manera, las decisiones de los individuos pasan a ser intervalos de
R. Asi, por ejemplo

[ (v1) = [170,00),T (v9) = [175,00) , T (v3) = [180, 00), " (v4) = [180, c0)

donde por I' : V. — P(R) estamos representando la funcién que asocia a cada
mndwiduo v el intervalo de valores para los cuales considera que el predicado “h es
alto” es cierto.
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En [61] se plantea la siguiente definicién de conjunto aleatorio, que permite for-
malizar el experimento anterior:

Definiciéon 92 [61, pdg. 44] Sea (V, (V) ,Pr) un espacio de probabilidad finito, E
un conjunto referencial no vacio arbitrario, y I' 'V — P (F) una funcién valuada
sobre conjuntos. El par (Pr,T") se denomina conjunto aleatorio. Los conjuntos T' (v),
v €V, se denominan elementos focales de (Pr,T").

La medida de probabilidad Pr :B(V) — [0,1] se puede utilizar para asignar
pesos al conjunto de individuos que intervienen en el experimento aleatorio. De
igual manera que para la interpretacion basada en verosimilitudes vamos a suponer
equiprobabilidad.

Esta definicién es equivalente a la de funcion de asignacion de masas utilizada
de la teorfa de asignacién de masas [3, pag. 353]. En la teoria de asignacién de
masas una funcién de asignacion de masa es toda funcién m : 28 — [0,1] tal que
> scpm (S) = 1. Las funciones de asignacién de masas son a su vez una forma débil
de las asignaciones de probabilidad basicas manejadas en la teoria de Demspter y
Shafer [81, pag. 38], en las que se supone que el conjunto vacio puede tener asociada
una probabilidad no nula. En la teoria de asignacion de masas se interpretan los
conjuntos borrosos a partir de los denominados modelos de votacién, que no son
mas que experimentos frecuentistas similares a los presentados en los ejemplos 26 y
31 en los que se supone que todos los votantes tienen asociada la misma probabilidad.

Definicién 93 Sea (Pr,T") un conjunto aleatorio. La probabilidad asociada a un
elemento focal T'; € P (F) es

mT)= Y Pr({v})

veV:I'(v)=I;

Ejemplo 32 (continuacion del ejemplo 31) Los elementos focales del ejemplo 31
son los conjuntos T' (v1) = [170,00),T" (vy) = [175,00),T" (v3) = [180,00),T (v4) =
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0.751

0.25 1

\ 4

0 I I I l
165 170 175 180

Figura 2.1: Funcién de pertenencia derivada del experimento aleatorio del ejemplo 32.

[180, 00). Suponiendo los elementos de V equiprobables tendremos que

m ([170, 00)) = Yoo Pr({uy) =

veV:I'(v)=[170,00)

m ([175, 00)) = > Pr({v}) =

veV:I'(v)=[175,00)

m ([180, 00)) = > Pr({v}) =

veV:I'(v)=[180,00)

M= A ]

El predicado P “178cm. es alto” es considerado cierto por los individuos vy y v, Y
falso por vs y vy. De igual manera que en la interpretacion de los conjuntos borrosos

basada en verosimilitudes, podemos definir el grado del cumplimiento de P:

_ HreV: 18 el (v)}

Los grados de pertenencia obtenidos con el experimento aleatorio se representan en
la figura 2.1.

En la notacién habitual de los conjuntos borrosos asociamos a la etiqueta “alto”
el conjunto borroso alto € P (R) definido como
fao (R) = p (“hes alto”) =Pr({v e V:heT (v)})

En la interpretacion de los conjuntos borrosos que estamos considerando pig, (h) >
Laito (h) no sélo indica que el predicado “h es alto” es més probable que el predicado
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“h’ es alto”, sino que “h es alto” es cierto siempre que se considere cierto que “h’ es

alto”.

En el ejemplo 31 se cumple que los elementos focales estan “encajados”; es decir,
existe una ordenacién de los elementos focales tal que todo conjunto esta contenido
en el posterior ( I'(vy) = I'(v3) C I'(vg) C T'(vy)). Para formalizar recurriremos al

concepto de consonancia:

Definicién 94 Se dice que un conjunto aleatorio es consonante si sus elementos
focales estan encajados; es decir, para todo v,v' € V' se cumple que T' (v) C T (V') o
') Cr (v).

Los conjuntos aleatorios consonantes surgen, de manera natural, cuando se puede
establecer una ordenacién de los elementos del referencial ' de forma que la eleccion
de un elemento e como cumplidor de una propiedad P, condicione la eleccion de todos
aquellos ¢’ tales que ¢ > e. Esto implica que pux (€/) > ux (e) siempre que ¢’ > e.
En este caso, la funcién px permite recuperar los elementos focales de (Pr,T") y la
funcion de masa de probabilidad asociada a los mismos:

Teorema 33 [3,37] Sea X € P (E) un conjunto borroso y supongamos que jix (e1) >
pux (e2) > ... > ux(en). Denotemos por Y; el conjunto nitido {ey,...,e;},i =
1,...,m. Bajo la interpretacion de conjuntos borrosos basada en conjuntos aleato-
rios se cumple que Y; es elemento focal si y solo si px (e;) > px (ei41). Ademds, la

masa de probabilidad asociada a Y; es’

mx (Y;) = px (&) — px (€ip1), 1 <i <m
mx (@) =1— px (e1)

donde hemos supuesto que pix (emy1) = 0.
Para cualquierY € P (F) tal queY # @Y # Y i=1,...,m entoncesmx (Y) = 0.

Demostracion. Como los elementos focales estan encajados, entonces todo Y; focal
debe tener la expresién Y; = {eq,...,e;}. Si ux (€;) = px (e;41) entonces todo votan-
te que considere e;,1 como cumplidor de la propiedad asociada a X estara forzado

Se est4 utilizando la misma notacién mx (Y) (véase la notacién 27) que para la interpretacién
de conjuntos borrosos basada en verosimilitudes.
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a considerar también a e; como cumplidor de la misma, con lo que Y; no puede ser
focal. Como

e; € I'(v) = Ve; <eje; €T (v)

entonces
my (Vi) = HveV |l‘//;|= I(v)}
_ HveV:ie, el (v)Neg1 ¢ T (v)}
Vi
_ HoeVi.ieeT (M} —-—veVie el (v)}
V]

= px (&) — pix (eiy1)

y

_ HveV:o=T(v)}
V]
_ HveVi:ie ¢TI (v)}
Vi
_ V- {veV:e €T (v)}
V]

mx (@)

=1-pux (e1)

En el caso de que Y no sea focal resulta evidente que my (Y) =0. m

Ejemplo 34 Sea E = {ej,es,...,e5} un conjunto de individuos y X € P (E) el
conjunto borroso
X = {078/617 1/627 075/637 075/647 072/65}

que puede representar, por ejemplo, la propiedad “ser alto” para dicho conjunto
de individuos. Es razonable que X surja a partir de una votacion consonante. La
ordenacion intuitiva del referencial es eo > e1 > e3 > e4 > e5. Y los elementos
focales derivados de esta ordenacion son:

Y1 = {ea}
Y, = {61762}
)/3 = {61762763764}

Y4 = {617 €2, €3, €4, 65}
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Con lo que la asignacion de probabilidad bdsica de los elementos focales es:

my (Y1) = px (e2) — px (1) =1-0,8=0,2
mx (Y2) = pux (e1) — pux (e3) =08 —0,5=0,3
mx (Y3) = ux (e3) — px (e5) = 0,5 —0,2=10,3
mx (Ya) = px (e5) = 0,2

En la practica, en la interpretacién de los conjuntos borrosos basada en conjuntos
aleatorios supondremos que los conjuntos borrosos surgen de experimentos similares
al planteado en el ejemplo 31, y que por lo tanto siempre es posible recuperar la

asignacion de probabilidad subyacente al mismo.

Notese que los elementos focales Y; que estamos seleccionando se corresponden
con el conjunto de alfa-cortes de X, por lo que mx (Y;) se puede expresar también

COmo

mx () = A ({a € (0,1] : Xz = Yi})
donde con A (z) denotamos la medida de Lebesgue; y como
px (e1) = px (eq) — px (€iv1) + px (€iv1) — px (€iv2) + -+ pix (€m) — pix (€me1)

(recordemos que por definicion px (€,11) = 0). Entonces se cumple

px (ei) = mx (V;) + mx (Yiga) + ...+ mx (Vi)
=A{a € (0,1]: Xoo =Yi}) + A({a € (0,1] : Xon = Yia})
bt A € (0.1]: Xog = Vi)
A{ae (0,1]: Xoqg=Y;VXsa =Y V...VXs,=Y,})
A{a e (0,1]:Y; € Xs0})

1
=/ HXse (e;) da
0

Esta expresién también se cumple para el caso de que el conjunto referencial E
sea infinito. En este caso, se puede interpretar el conjunto aleatorio que subyace al
conjunto borroso X a partir de una asignacién de probabilidad uniforme sobre los

niveles de corte de X:

Pr(a)=1,a € 0,1]

De esta manera podemos interpretar que la vaguedad es una consecuencia de los
distintos grados de “especificidad” (niveles de corte) de los votantes cuando deciden
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que subconjunto del referencial cumple la propiedad asociada al conjunto borroso
en cuestion; es decir, suponemos que cada votante v tiene asociado un nivel de
especificidad p de manera que X>, = I'(v), y que los niveles de especificidad se
distribuyen uniformemente sobre el conjunto de votantes. En definitiva, se asume
que la vaguedad surge debido a las diferencias de especificidad entre los votantes,
y que un conjunto borroso es un mecanismo para representar estas diferencias de

especificidad.

En la siguiente seccion se utiliza el concepto de “especificidad de los votantes” pa-
ra establecer perfiles de decision. Estos perfiles nos permitiran relacionar los niveles
de especificidad de los votantes para distintas propiedades.

2.3.1. Perfiles de decision

Hasta este momento no hemos realizado ninguna consideracién acerca del nivel de
especificidad de los votantes cuando se consideran distintas propiedades simultanea-
mente. En este caso podemos suponer, por ejemplo, que los votantes son altamente
coherentes y establecer que sus niveles de especificidad son idénticos independiente-
mente de la propiedad considerada. Otra posibilidad es suponer que los votantes no
mantienen ninguna coherencia cuando consideran propiedades distintas, y asumir
que su nivel de especificidad para una propiedad no establece ninguna restricciéon en
su especificidad para otras [29, pags. 104-108].

Para modelar los niveles de especificidad de los individuos cuando se consideran
varias propiedades vamos a utilizar funciones de probabilidad. Las dos alternativas
que describimos a continuacién son la base de dos de los QFMs que planteamos en
el proximo capitulo:

» Perfil de maxima dependencia. Este perfil interpreta que el nivel de espe-
cificidad o asociado a cada votante v es idéntico para todas las propiedades.
Notese que esta interpretacién asume la méxima coherencia posible en las de-
cisiones de los votantes. Por ejemplo, si consideramos los conjuntos borrosos
X1, X3 € P(F) asociados a las propiedades “ser muy alto” y “ser muy ri-
co” entonces v escoge representantes del mismo nivel (X)), (Xz)., para los
conjuntos borrosos asociados a las propiedades mencionadas; es decir, si v es
muy especifico en sus decisiones para la propiedad “ser muy alto”, entonces v
también va a ser muy especifico en sus decisiones para la propiedad “ser muy
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rico”.
Para modelar esta situacién vamos a utilizar una funcién de densidad unidi-

mensional uniforme; esto es,
Pr(a)=1,a €0,1] (2.3)

En la definicién del modelo de cuantificacién FMP (véase la seccién 3.2.1) nos

basaremos en este perfil.

» Perfil de independencia. Este perfil interpreta que la especificidad de los
votantes es independiente para las distintas propiedades. Para modelar esta

situacion utilizaremos una funcién de densidad multidimensional uniforme
Pr(ay,...,an) =1,a1,...,a, €[0,1] (2.4)

Notese que esta interpretaciéon no asume ninguna coherencia en el comporta-
miento de los votantes para las distintas propiedades consideradas.

En la definicién del modelo de cuantificacién F! (véase la seccién 3.2.1) nos
basaremos en este perfil.

Aunque los modelos que se estudian en esta memoria son los derivados de los
perfiles que se acaban de plantear, existen otras alternativas que merecen cierta
consideracién. Por ejemplo, podemos suponer que la especificidad de los individuos es
“aproximadamente la misma” para las distintas propiedades y modelar esta situacion
mediante una funcién de densidad multidimensional que asocie probabilidades altas

a los elementos de la diagonal (0,...,0)(1,...,1) y probabilidades mas bajas segin
nos alejamos de la misma. Por ejemplo, en [29, pag. 107] se menciona que en el caso
binario se puede utilizar la siguiente funcién de probabilidad:

hl—min (h17h1W) OSOZQSCS
PAP (ay, ) = % — min (%7 |a16_20‘2|) 0<ay<1-94§ (2.5)

hy = min (o, B850 ) 16 <0y <1

donde hy = ———=2+—=0, hg = ———25—=8 vy 0 < § < 0,5 nos permite graduar la

_a§—2a26—62 1—2as+a2+42
definicién. En la figura 2.2 se muestra esta funcién para 6 = 0,2.
Otra posibilidad apuntada en [29, Pags. 108] para modelar la situacion de de-
pendencia aproximada es la realizacién de una interpolacion entre los perfiles de
maxima dependencia e independencia.
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Plalpha 1,alpha 2)

alpha 1

Figura 2.2: Funcién de densidad de probabilidad P (a1, as) para modelar la dependencia

aproximada en el caso binario.

En este capitulo hemos introducido las interpretaciones de los conjuntos borrosos
en las cuales se basan nuestra propuesta de QFMs. Esta forma de proceder nos ha
permitido, por una parte, explicar con cierto detalle la base en la que se sustentan
estos QFMs, evitando el tener que mezclar la definicion de los mismos con los detalles
relacionados con la manipulaciéon de los conjuntos borrosos. Ademads nos permite
evitar una “presentacion abstracta” de los QFMs, enfatizando la importancia de la

interpretacion subyacente.

En el proximo capitulo vamos a plantear y analizar tres QFMs que se basan en las
interpretaciones de los conjuntos borrosos que acabamos de explicar. Veremos que
la interpretacién subyacente de los modelos no sélo es interesante como justificacion
de los modelos en si, sino que también puede ser muy provechosa debido a su base
probabilistica. Este hecho, por ejemplo, nos va a permitir interpretar el resultado
de evaluar una expresion cuantificada como una probabilidad. No obstante, veremos
que existen mas situaciones en las que los vinculos entre estos modelos y la teoria
de probabilidades puede ser explotada.
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Capitulo 3

QFMs probabilisticos para la

cuantificacion borrosa

En este capitulo se definen un conjunto de QFMs que se basan en la interpre-
tacion probabilistica de los conjuntos borrosos explicada en el capitulo 3. Primera-
mente definiremos el QFM F4, que sigue la interpretaciéon de conjuntos borrosos
basada en verosimilitudes. A continuacién definiremos un marco probabilistico para
la definicién de QFMs que sigue la interpretacion de conjuntos borrosos basada en
conjuntos aleatorios. Dentro de este marco diferenciaremos dos modelos de compor-
tamiento especial, los QFMs FMP y FI.

Tras la definicién de los modelos F4, FMP y FI analizaremos su comportamiento
teorico. Junto con este andlisis hemos incluido también algunos ejemplos que nos

parecen muy interesantes de cara a demostrar su utilidad.

El capitulo finaliza con una alternativa para el tratamiento de las situaciones de
indeterminacién (por ejemplo, caso de que la cardinalidad relativa esté indefinida
en un cuantificador proporcional) que es posible bajo la semantica probabilistica de

los QFMs que proponemos en esta memoria.

3.1. QFM basado en verosimilitudes

En esta seccién planteamos el QFM F4, definido en [34,35]. Este modelo se basa
en la interpretaciéon de conjuntos borrosos basada en verosimilitudes que hemos

143



144 Capitulo 3. QFMs probabilisticos para la cuantificaciéon borrosa

explicado en la seccién 2.2.

Aunque este modelo sélo es aplicable en dominios finitos su comportamiento

tedrico es excelente, tal como demostraremos cuando analicemos sus propiedades.

A partir de las definiciones 90 v 91 el planteamiento del QFM F4 es inmediato:

Definicién 95 (F4) [34, pdg. 1359] Sea Q : P (E)" — I un cuantificador semi-
borroso, E finito. Bl QFM F*4 se define como

fA(Q) (Xla'“a Z Z le Y1 -.Mmx,, (Yn>Q(Y1,...,Yn>

YieP(E)  YneP(E)
(3.1)

para todo Xyq,..., X, € P(FE).

Notese que se supone que la probabilidad de que Y; sea representante de X; es
independiente de la probabilidad de que Y; sea representante de X, para i # j.

El modelo F4 también se puede definir como

FAXL X)) =V 0V EBa(X)A L ABq(Ya, X)) AQ (V... Yy)
YieP(E)  YneP(E)

donde V (x1, x2) = min (1, 21 + o) es la tconorma de Lukasiewicz, A (z1,x2) = x1- %9
es la tnorma producto y Fq (Y1, X1) es la medida de equipotencia definida en la nota
a pie de la pagina 129. De esta manera la definicion del QFM F# también se puede
expresar mediante operadores borrosos, sin hacer ninguna referencia a la teoria de
probabilidades. Recordemos que Fq (Y;, X;) es una medida de la similaridad entre
el conjunto nitido Y¥; € P (E) vy el conjunto borroso X; € P (E). Asi, la expresion
anterior puede interpretarse como la medida en la que existe algin par (Y1,...,Y,) €
P (E)" cumpliendo el cuantificador semi-borroso (esto es @ (Y1,...,Yy,)) v tal que
los Y; sean lo mas similares posible a los Xj.

El siguiente ejemplo muestra la aplicacién del QFM F4:

Ejemplo 35 Consideremos la evaluacion de la siguiente sentencia cuantificada
“Casi todos los estudiantes altos son rubios”

donde el cuantificador semi-borroso () = “casi todos”, y los conjuntos borrosos altos
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y rubios toman los siguientes valores:

altos = {0,8/61, 0,9/62, 1/6’3, 0,2/64} ,I'UbiOS = {1/61, 0,8/62, 0,3/63, 0,1/64}

Q(Yl,Y2)={ mé’x{2 (%) _1=0} Yi# 9
1 Yi=0

El nimero borroso utilizado en la definicion del cuantificador “casi todos” se repre-
senta en la figura 3.1.
Calculamos las probabilidades de los representantes de altos y rubios:

Maltos (D) = (1 —0,8) (1 —0,9) (1 —1)(1—-0,2) =0
Maltos ({€1}) =0,8(1—=0,9)(1 —1)(1—-0,2)=0
Maltos ({€2}) = (1 -0,8)-0,9(1 -1)(1 -0,2) =0

Maltos ({61, es, 64}) =08 (1 — 0,9) -1-0,2=0,016
Maltos ({€2,€3,€4}) = (1—0,8)-0,9-1-0,2= 0,036
Maltos ({€1, €2, €3,€4}) =0,8-0,9-1-0,2=0,144

Mrubios (Q) = (1 - 1) (1 - 078) (1 - 073) (1 - 071) =0

Myubios ({617 €2, €3, 64}) = 078 : 079 -1- 072 = 07144
Y aplicando la expresion 3.1:

FA(Q) (altos, rubios) Z Z le (Y1) mx, (Y2) Q (Y1,Y2)

Y1€P(E) Y2€P(E
= (0,346

El ejemplo que hemos presentado parece indicar que el computo del modelo
puede hacerse prohibitivo al aumentar el niimero de elementos del referencial. No
obstante, para cuantificadores cuantitativos (tal como es el caso del cuantificador
del ejemplo), es posible desarrollar algoritmos de orden polinémico. En el apéndice
B planteamos los algoritmos que permiten la evaluacion de cuantificadores absolutos

y proporcionales.
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A

>

Figura 3.1: Numero borroso proporcional asociado al cuantificador “casi todos” que se

define en el ejemplo 35.

3.2. QFMs basados en conjuntos aleatorios

En esta seccién utilizamos la interpretacion de los conjuntos borrosos basada en
conjuntos aleatorios (véase la seccién 2.3) para definir un marco probabilistico para
la definicién de QFMs. Posteriormente definimos los modelos FMP y F! los cuales
se asocian respectivamente a los perfiles de maxima dependencia e independencia
planteados en la seccién 2.3.1. Finalizamos la misma realizando algunas considera-
ciones sobre otros modelos de cuantificacién que encajan en este marco.

Definicién 96 (QFM relativo a P) [29, pdg. 104] Sea Q : P(E)" — In > 0
un cuantificador semi-borroso n-ario y P (ay,...,a,) una funcién de densidad de
probabilidad. Definimos el QFM relativo a P como:

(X1, .o, Xp) (3.2)
/ / >a1,...,(Xn)>an)P(al,...,an)dal,...,dan

para todo Xl,...,XnEﬁ(E),al,...,an6 [0, 1].

En la definicién 96 hemos utilizado una funcién de densidad de probabilidad
n-dimensional P (aq, ..., a,) para describir la relaciéon existente entre los niveles de
especificidad de los individuos del supuesto experimento aleatorio asociado a esta
interpretaciéon de los conjuntos borroso (véase la seccién 2.3). De esta manera, el
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valor F (Q) (X1, ..., X,) se puede interpretar como la media de los valores de verdad

de los individuos del experimento.

Se pueden plantear definiciones analogas a la definicion 96 utilizando funciones
de probabilidad discretas u otras funciones de probabilidad.

El mecanismo que se acaba de definir no es un QFM en el sentido amplio plan-
teado en [47], ya que la integral puede no existir en el caso infinito. No obstante, el
mecanismo si es aplicable en el caso finito ademas de serlo normalmente en el caso
infinito. Volveremos a este punto en la discusién de los modelos FMP y FT.

3.2.1. QFM basado en conjuntos aleatorios de maxima de-

pendencia

La interpretacion subyacente al modelo que se va a definir en esta seccion es que
los votantes del supuesto experimento aleatorio eligen elementos focales del mismo
nivel para las distintas propiedades (véase el perfil de maxima dependencia en la
seccién 2.3.1). Para modelar esta situacién se utiliza una funcién de probabilidad
uniforme que condiciona el comportamiento de los votantes sobre todas las propie-
dades:

PMP(a)=1,0<a <1

Expresion ya presentada en 2.3. A partir de esta funcién de probabilidad definimos el
QFM basado en conjuntos aleatorios de maxima dependencia de la siguiente manera:

Definicién 97 (FMP) [29, seccion 2.1]Sea Q : P (E)" — I un cuantificador semi-
borroso sobre un referencial B. El QFM FMP se define como

FMP(Q)(Xy,...,X,) = /0 Q ((Xl)Za ey (Xn)>a) do (3.3)

para todo Xq,..., X, € P(FE).

Cuando los conjuntos borrosos Xi,..., X, € P (E) estan normalizados y nos
limitamos a los cuantificadores unarios y binarios asociados a la dicotomia de Zadeh
el modelo FMP es equivalente al modelo de cuantificacién definido en [21, pag 281],
[80, seccidn 3.3.2. y seccion 3.4.1.], [22, pag. 37]. La situacién de no normalizacién se
maneja en dichos trabajos a través de una normalizacién de los conjuntos implicados
que ha sido discutida en profundidad en la seccion 1.5.6.
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Anteriormente hemos mencionado que en el caso infinito existen cuantificadores
semi-borrosos para los cuales la integral de la expresién 3.2 puede no existir. Por
ejemplo, consideremos el cuantificador semi-borroso @ : P ([0, 1]) — I definido como

0 : mf(X)eQ
X) =
QLX) {1 : Inf(X)¢Q
y el siguiente conjunto borroso X € P ([0, 1])
Hx (l‘) =I,rc [07 1]

entonces

FMP(Q) (X) = / @ (Xzq) da = / @ (l 1)) da

:/ 0 : a€e@Q Ja
0 1 QER\Q

y la integral inferior es distinta de la integral superior.

1
1

No obstante, el caso finito es el mas importante para las aplicaciones y para
muchos cuantificadores interesantes la integral existe en el caso infinito. La cuan-
tificacién borrosa sobre dominios infinitos ha sido muy poco estudiada y en esta

memoria tampoco se profundiza en la misma.

Para referenciales finitos la expresion 3.3 es equivalente a
FMPQ) (Xiye o Xa) = D m (@) Q (X1)sg, v s (Xn)sa,) (34
i=0

donde oy > ... > «, denota los valores de pertenencia en F de los elementos de los
conjuntos borrosos X1, ..., X,, a0 = 1,1 = 0; ym (o) = ay—ap1,i=0,...,m.

Ejemplo 36 Consideremos de nuevo el ejemplo 35. Los alfa-cortes de los conjuntos

altos y rubios y la evaluacion de @) para los distintos niveles de corte son:

(altos)., (rubios)., | Q ((altos).,, (rubios). )
a€(0,9,1] | {es} {e1} 0
a € (0,8,0,9] | {ez,e3} {e1} 0
a € (0,3,0,8] | {e1,eq, €3} {e1, e} %
a € (0,2,0,3] | {e1,e2,e3} {e1, ea,e3} 1
a €(0,1,0,2] | {e1,ea,e3,e4} | {€1,€2, €3} :
a€(0,0,1] | {e1,eqe3,e4} | {€1,€0,€3,€4} | 1
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con lo que el resultado de evaluar la expresion es

FMP(Q) (X1, X5) = 0,42

En el caso de cuantificadores unarios cuantitativos definidos a partir de un ntime-
ro borroso coherente la expresion 3.3 coincide con el modelo de cuantificaciéon de Ya-
ger basado OWA [94], tal como se demuestra en [22,80]. En la siguiente proposicién
se demuestra que se puede generalizar la definicién de los OWA a cuantificadores no

crecientes:

Proposicién 3 Sea Q) : P (E) — I un cuantificador semi-borroso unario cuantita-
tiwo. Supongamos por simplicidad que px (e1) > px (e2) > ... > ux (em). Definimos

wy = Q (D)
Ww; = Q({el,...,&;}) —Q({€1,...,€i_1}),i: 1,...,7]
Sea X € P (E). Entonces

FMP(Q)(X) =) wi-a (3.5)
i=0
donde oy > ... > «,, denotan los valores de pertenencia en FE de los elementos de

X, a0=1y ap1 =0.
Demostracion. Es evidente que la expresion 3.4 para () es
FMP(Q)(X) = i@ ({er, - ei}) (@i — qiga)
i=0
Desarrollando:
FHP(Q) (X) = i@({eh ceit) (0 — o)
i=0

=Q ({e1,...,e0}) (g — 1) + Q ({e1,...,e1}) (a1 — an)
+...4+Q{er, - em1}) (ama1 — ) +Q ({ers - .- em}) (m — Qi)
=Q @)+ (Q({er}) —Q (D)) ar+ ...+
+(Q(E) —Q({er,. .. em1})) am
Noétese que para cuantificadores cuantitativos definidos a partir de niimeros borrosos

coherentes wo, . .., w, son los pesos OWA [93, pag. 184]. Né6tese también que para

cuantificadores no crecientes los pesos wy, . .., w, no definen una probabilidad. m
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3.2.2. QFM basado en conjuntos aleatorios de independen-

cia

Este modelo se basa en la interpretacion de que el elemento focal escogido por
un votante para una propiedad no condiciona el elemento focal escogido para otras
propiedades (véase el perfil de independencia en la seccién 2.3.1). La funcién de

probabilidad asociada a este modelo es:

Play,...,on)=1,0<a;<1,i=1,...,n

Asi, la expresién 3.2 para este caso es'!
Q) (X1, .., X,) (3.6)

/ / >a1,...,(Xn)Zan) Play,...,ap)day ... doy,

=/0 /0 Q (X)) oo (X)) dovy . dar,

Esta expresion se corresponde con el modelo definido en [25], [29, seccién 2.2].

Cuando nos limitamos a conjuntos finitos la expresién (3.6) es equivalente a

FUQ) (X X)) =33 Q ((Xl)zaul o (Xn)zamin) m(ais,)...m (omg,)
i1=0  in=0
(3.7)
donde a1 > ... > a;.,, denota los grados de pertenencia de los elementos de E al
conjunto borroso X,,1 < r < n,a,0 = 1,0 mi1 = 0; ¥y m(ay;) = qrj — Qrji,
7=0,....m

Ejemplo 37 Consideremos el ejemplo 35. Los alfa-cortes para los conjuntos borro-

sos altos y rubios son

(altos). . (rubios). ,
ay € (0,9, 1] {es} as € (0,8, 1] {e1}
ap € (0,8,0,9] | {es, 3} az € (0,3,0,8] | {e1, e}
ag € (0,2,0,8] | {e1,e2, €3} as € (0,1,0,3] | {e1,e2,e3}
a; € (0,0,2] | {e1,eq,e3,64} as € (0,0,1] | {e1,eq,e3,64}

INétese que para cuantificadores semi-borrosos unarios los modelos basados en conjuntos alea-

torios de méxima dependencia e independencia coinciden.
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Para evaluar el ejemplo nos ayudamos de la siguiente tabla de probabilidades cruza-
das

(altos)., ,(rubios) as € (0,8,1] | az € (0,3,0,8] | an € (0,1,0,3] | az € (0,0,1]

>
ay € (0,9, 1] 0,02: 0 0,05: 0 0,02: 1 0,01:1
a; € (0,8,0,9] 0,02: 0 0,05: 0 0,02: 1 0,01: 1
a; € (0,2,0,8] 0,12:0 0,3:0,33 0,12:1 0,06 : 1
ay € (0,0,2] 0,04: 0 0,1:0 0,04:0,5 0,02:1

donde el primer elemento de cada celda representa la probabilidad de los represen-
tantes, y el sequndo el valor el resultado de aplicar el cuantificador semi-borroso a

dichos representantes. Y as?

FHQ) (X1, X)) =0,02x0+0,05x 040,02 x 1+...+1x0,02
= 0,379

3.2.3. Otras posibilidades para definir QFMs basados en

conjuntos aleatorios

Tal como se menciona en la seccion 2.3.1, es posible definir otros QF Ms basando-
nos en otras funciones de probabilidad. Una posibilidad muy evidente es realizar una
interpolacion entre los modelos de maxima dependencia e independencia. En este
caso, la funcién de probabilidad es una combinacién de una funcién de probabilidad
uniforme unidimensional y una funcion de probabilidad uniforme n-dimensional. Sea
7 € [0, 1] el pardametro que define la interpolacién; definimos F7 como

FQ (X X) =7 [ QK1) (X)) do

—l—(1—7)/01.../01Q((X1)2a1,...,(Xn)>an)doz1...dozn

para todo Xi,..., X, € P(E).

En [29, pag. 108] también se ha propuesto la utilizacién de la funcion definida
en la expresion 2.5 para modelar la idea de dependencia aproximada en el caso
binario. Aunque la idea de modelar dependencias aproximadas entre los niveles de
especificidad de los votantes mediante densidades de probabilidad es interesante,

ya que puede reflejar un comportamiento mas natural de los mismos, flexibilizando
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sus niveles de especificidad, nos centraremos en el andlisis de los QFMs FMP vy FI,
dejando como linea de trabajo futuro el planteamiento y analisis de QFMs basados
en la idea de dependencia aproximada.

3.3. Andlisis de los QFMs F4, 7P y FI

En las dos siguientes secciones analizamos los QFMs F4, FMP v FI En pri-
mer lugar analizaremos el modelo F4 y en segundo los modelos FMP vy FI. Hemos
considerado conjuntamente el andlisis de los modelos FM? y F! porque estos mo-
delos comparten la interpretaciéon de los conjuntos borrosos basada en conjuntos
aleatorios. Ademads, en el analisis de los modelos, presentamos algunos ejemplos de
aplicacion que hemos considerado muy interesantes.

3.3.1. Anaélisis del QFM F4

El QFM F4 cumple el marco axiomético de los DFSs lo cual garantiza el cumpli-
miento de todas las propiedades derivadas de éste. Ademas, los operadores inducidos
por este modelo (véase el lema 1) son la tnorma producto y la tconorma suma pro-
babilistica, por lo que es inherentemente diferente de los DFSs estandar? definidos
en [41,45,47,50].

El QFM F# es hasta nuestro conocimiento el inico DFS no estandar que se
conoce. Por otra parte, las propiedades no derivadas del marco axiomatico de los DFS
que verifica este modelo le garantizan un comportamiento excelente, bajo nuestro
punto de vista mejor que el de los modelos propuestos en [41,45,47,50] (véase la
seccion 1.5.7 en la cual analizamos estas propuestas). Como contrapartida, el QFM
FA estd limitado a referenciales de cardinalidad finita. No obstante, para la mayoria
de las aplicaciones, el tratamiento de referenciales finitos es mas que suficiente.

De entre las propiedades no derivadas del marco axiomatico de los DF'Ss que he-
mos considerado més interesantes, el modelo F4 cumple las propiedades de continui-
dad, de insercién de argumentos borrosa, de media para el cuantificador identidad,
y de interpretacion probabilistica de los cuantificadores.

2Recordemos que los DFSs estdndar son los que inducen la tnorma minimo y la tconorma

maximo.
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El QFM F4 no cumple la propiedad de conservatividad, que no es verificada por
ningin DFS. Tampoco cumple la propiedad de propagacion de la borrosidad, lo cual
es logico ya que ésta es violada por los propios operadores inducidos (véase el con-
traejemplo planteado en el apartado A.2.2). Como hemos explicado en el apartado
1.4.2, las consecuencias del cumplimiento de la propiedad de propagacion de la bo-
rrosidad pueden ser muy negativas para muchas aplicaciones, por lo que realmente
consideramos su no cumplimiento una ventaja.

También es muy destacable que al cumplirse la propiedad de insercion de argu-
mentos borrosa el QFM F# es un DFS candidato para el modelado de la cuantifi-
cacion anidada (véase la seccion 4.6). En [47, pag. 369] se establece que para que
un DFS pueda modelar adecuadamente la cuantificacion anidada es necesario que
se verifique la propiedad de insercién de argumentos borrosa. La suficiencia de la
condiciéon todavia no ha sido demostrada. En este momento ain no hemos podido
profundizar en este aspecto.

Un resultado que nos parece realmente interesante pero que todavia no hemos
sido capaces de demostrar es el siguiente:

Hipétesis 38 Sea Q : P (E) — I un cuantificador semi-borroso unario cuantitativo
definido mediante un nimero borroso proporcional fn : [0,1] — I continuo; esto es,
Y]
Q) =11 (1)
paraY € P (E). Entonces cuando el tamaiio del referencial tiende a infinito F4 (Q) (X)
tiende al valor del nimero borroso fn :[0,1] — I en la media de los grados de per-
tenencia; es decir,

, . ZeeE Hx (6)
lim Q) (X) = fn (—| L )

para X € P (E).

Es decir, si la hipdtesis presentada es correcta, el comportamiento asintotico del
modelo F4 es el método de Zadeh. En este momento no disponemos de ninguna
prueba de este resultado, pero experimentos por ordenador parecen indicar el cum-
plimiento del mismo?®. El cumplimiento de esta propiedad permitiria la aproximacién
de este modelo en tiempo lineal para un conjunto referencial suficientemente grande.

3Ademés, para cuantificadores binarios proporcionales el resultado también parece cumplirse
cuando se modela la interseccién de los conjuntos borrosos con la tnorma producto.
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H [
H Marco Axiomatico de los DF'Ss H
(Z-1) Generalizacién correcta St
(Z-2) Cuantificadores de proyeccion Si
(Z-3) Dualidad St
(Z-4) Uniones e intersecciones St
(Z-5) Preservacién de la monotonia Si
(Z-6) Aplicacién funcional St
H Propiedades adicionales H
(PA-1) Insercién de argumentos borrosa St
(PA-2) Continuidad en los argumentos St
(PA-3) Continuidad en el cuantificador St
(PA-4) Conservatividad No
(PA-5) Propagacién de la borrosidad No
H Propiedades de los métodos probabilisticos H
(PP-1) Media para el cuantificador identidad St
(PP-2) Interpretacién probabilistica de los cuantificadores || St

Tabla 3.1: Tabla de cumplimiento de las propiedades del modelo F4.

En la tabla 3.1 resumimos el anélisis de propiedades del QFM F4, que se realiza
en el apéndice A.1.

Desde el punto de vista préactico, los resultados que hemos obtenido con el QFM
F4 en la experimentacién llevada a cabo en recuperacién de informacién (capitulo
5) han sido superiores a los del resto de los modelos analizados. De esta manera
demostramos que ademds de su buen comportamiento tedrico, el QFM F4 es qitil

en entornos reales.

Para finalizar vamos a plantear un ejemplo que demuestra el interés de la propie-
dad de interpretacion probabilistica de los cuantificadores (véase la seccién 1.4.2):

Ejemplo 39 Consideremos la evaluacion de la siguiente sentencia cuantificada

“Q estudiantes altos son rubios”
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donde Q puede representar “alrededor del 20 % o menos”, “alrededor del 50 %", o
“alrededor del 80 % o mds”. La definicion de los conjuntos borrosos altos € P (E)
y rubios € P (E) es:

altos = {0,8/61, 0,9/62, 1/6’3, 0,2/64} ,I'UbiOS = {1/61, 0,8/62, 0,3/63, 0,1/64}

y la de los cuantificadores semi-borrosos asociados a las expresiones anteriores es:

YinY:
1" 50,0,0,2,04 <| |1{/1|2|> Y, # 9
l Yl - @

3
T (|Y10Y2|> Y, %)

alrededor_del 50 % (Y1, Ys) = { 0,2,0,4,0,6,0,8 { ]y 17
Yi=0

alrededor_del 20 % o_-menos (Y1,Ys) = {

1
3
|Y10Y2|
T0,6,0,8,1,oo ( 1] }/1 7é (%]

1
3

alrededor_del 80 %o_-mds (Y1, Y>) = {

7777

sentan en la figura 3.2. Nétese que los cuantificadores semi-borrosos que se acaban
de definir forman un recubrimiento probabilistico del universo de cuantificacién ya

que
alrededor_del 20 %o_menos (Y1, Y>)

+alrededor_del 50 % (Y1, Ys)
+alrededor_del 80 %o_mas (Y1,Y,) =1

para cualquier par Y7, Y; € P (FE). Evaluando la expresién para los distintos cuanti-

ficadores obtenemos:

F (alrededor_del 20 %o_menos) (altos, rubios) = 0,089
F (alrededor_del_50 %) (altos, rubios) = 0,555
F (alrededor_del 80 %0_mas) (altos, rubios) = 0,356

Notese que 0,089 + 0,555 4+ 0,356 = 1. Asi, podemos interpretar que

Pr (alrededor_del 20 %o_menos) = 0,089
Pr (alrededor_del_50 %) = 0,555
Pr (alrededor_del _80 %o_mas) = 0,356

Es decir, interpretamos la evaluaciéon de la expresion cuantificada como una dis-
tribucion de probabilidad sobre las etiquetas. Bajo la perspectiva del experimento
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A
"Alrededor del 20% o menos" "Alrededor del 50%" "Alrededor del 80% o mas"

0 . . : . —>
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.2: Numeros borrosos asociados a los cuantificadores del ejemplo 39.

aleatorio subyacente, se interpreta que un 8,9 % de los votantes consideran que el
cuantificador “alrededor del 20 % o menos” es el mas adecuado para describir el
significado de “Q estudiantes altos son rubios”, que el 55,5% consideran que el
cuantificador més adecuado es “alrededor del 50 %”, y que el 35,6 % considera que
el cuantificador més adecuado es “alrededor del 80 % o mds”.

En el caso de que el conjunto altos € P (E) fuese vacio el resultado seria
Pr (alrededor_del 20 %o_menos) =
Pr (alrededor_del 50 %) =

Pr (alrededor_del 80 %o_mas) =

Wl Wl =Wl

De esta manera consideramos la aplicacién de cualquier cuantificador igualmente

adecuada.

Notese que el esquema desarrollado en este ejemplo nos permite compactar de
una manera muy adecuada la informacion asociada a las expresiones cuantificadas,
lo cual es de utilidad evidente en ambitos como las bases de datos o la mineria
de datos. Piénsese que las bases de datos actuales almacenan cantidades enormes
de informacién, por lo que la representacién de la misma como una distribucion
de probabilidad similar a la planteada en el ejemplo puede suponer una reducciéon
de varios o6rdenes de magnitud. Ademas, la representacion de la informacién como
una distribucién de probabilidad sobre cuantificadores es mucho mas apta para el
consumo humano que la informaciéon cruda de las bases de datos. Uno de los objetivos
de la mineria de datos es la extraccion de informacién til y comprensible de los
sistemas de bases de datos actuales, por lo que la técnica que hemos presentado en
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el ejemplo anterior resulta muy prometedora para este campo.

3.3.2. AnAlisis de los QFMs FMP y FI

Los modelos FMP y F! no cumplen el marco axiomético de los DFS. No obstante
estos modelos tienen un comportamiento muy adecuado ya que cumplen la mayoria
de las propiedades que se derivan del mismo. Es cierto que los axiomas que definen
los DFSs son requerimientos muy razonables, v que las propiedades que se derivan
de ellos son de gran interés. Pero como hemos visto en 1.5.7 hay aplicaciones para las
cuales la axiomatica de los DFS puede ser demasiado rigida*. Para més informacién
véase el analisis de dichos modelos realizado en la secciéon 1.5.7.

Por otra parte nos parece importante destacar la interpretacion probabilistica de
los modelos FMP v FI. Creemos que ésta puede ser ventajosa en ciertas aplicaciones,
ya que permite la combinacion de estos modelos con otras técnicas probabilisticas.
Al final de esta secciéon mostramos como la interpretacién subyacente de estos mo-
delos, basada en conjuntos aleatorios, nos permite aplicarlos directamente sobre la
distribucion de probabilidad que describe una poblacion.

En la tabla 3.2 resumimos el andlisis de propiedades de los QFMs FMP y FT.
que se realiza en los apéndices A.2 y A.3 respectivamente.

De entre las propiedades mas importantes derivadas del marco axiomatico, el
modelo FMP no cumple la propiedad de negacién interna y, como consecuencia
del fallo de esta ultima, tampoco la de dualidad. Tampoco cumple la propiedad de
coherencia con la légica en el caso binario.

Cuando consideramos las propiedades adicionales no derivadas del marco axiomati-
co de los DFS, el modelo FMP no cumple la propiedad de insercién de argumentos
borrosa ni tampoco la de propagacion de la borrosidad. Sobre las consecuencias ne-
gativas del cumplimiento de la propiedad de propagacion de la borrosidad ya hemos
debatido en el anélisis del modelo F# y en la seccién 1.4.2. Por su parte, la propie-
dad de insercién borrosa de argumentos es un requerimiento muy exigente, ya que
los tinicos DFSs conocidos que cumplen la misma son los modelos Mcx [47] y FA.

4En la seccién 1.5.7 hemos visto que los modelos paradigméticos de DFSs estandar M, Mcx
y Fon [47, capitulo 11], [44], todos ellos de comportamiento tedrico excelente, son incapaces de
distinguir situaciones que intuitivamente no deberian ofrecer ninguna duda. Los ejemplos mostrados
en dicha seccién demuestran que para muchas aplicaciones estos modelos no son adecuados.
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La propiedad de continuidad en los argumentos se cumple en el caso finito. En el
caso infinito los modelos FMP v F! pueden estar indefinidos para algunos cuantifi-
cadores, tal como se expuso a lo largo de este capitulo. Como ya hemos mencionado,
en esta memoria no hemos estudiado el problema de la cuantificacion infinita. So-
bre este hecho nos parece importante sefalar que el QFM FMP trivialmente viola
la propiedad de continuidad en el caso infinito®. No obstante, creemos que ambos
modelos son continuos en el caso infinito para cuantificadores definidos por medio
de nimeros borroso continuos. Abordaremos el estudio de la cuantificacién sobre

dominios infinitos como trabajo futuro.

Un punto que nos parece muy destacable es que el modelo FMP cumple la
propiedad de conservatividad. La propiedad de conservatividad es un requerimiento
muy intuitivo pero que entra en contradiccion con la axiomatica que define los DF'Ss.
Por lo tanto, ninguno de los modelos definidos en [47] ni tampoco el QFM F4 pueden

verificarla. El modelo F! tampoco verifica esta propiedad.

El modelo FMP también verifica la propiedad de media para el cuantificador
identidad y la propiedad de interpretacion probabilistica de los cuantificadores.

Por su parte, el modelo F7 verifica las propiedades de negacién interna y dualidad
en el caso finito aunque no en el caso infinito. Como contrapartida no verifica la
propiedad de uniones e intersecciones. Las operaciones inducidas por el modelo F!
son distintas en funcién del mecanismo utilizado en su definicién (véase la discusién
de la propiedad de operadores inducidos en el apartado 1.4.1). En un caso se inducen
la tnorma minimo y la tconorma méaximo y en el otro la tnorma producto y la
tconorma suma probabilistica. Si consideramos que los operadores inducidos son la
tnorma minimo y la tconorma producto la propiedad se cumple en el caso unario,

5Por ejemplo, consideremos el cuantificador semi-borroso

0 : 1¢Ys

todos(Yl,Yg):{ 1 . vcv
oy

y los conjuntos borrosos X1, Xs € P (]0,1]) definidos como ux, (z) = pux, () = x se cumple que

/1 todos <(X1)20z , (X2)2a> da=1

pero si hacemos px, () =x — § con § > 0 entonces

/01 todos ((Xl)Za , (X2)2a> do =0
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al coincidir los modelos FMP y FI! para cuantificadores unarios.

El modelo F! verifica la propiedad de insercién de argumentos borrosa pero no
las propiedades de propagacién de la borrosidad y conservatividad. El modelo F?!
también verifica la propiedad de media para el cuantificador identidad y la propiedad
de interpretacién probabilistica de los cuantificadores.

Los resultados que hemos obtenido con los QFMs FMP v FI en la experimenta-
cion llevada a cabo en recuperacion de informacion han sido ligeramente inferiores
a los del QFM FA. Remitimos al lector al capitulo 5 para més informacién acerca
de la investigacién llevada a cabo.

Para finalizar, mostramos un ejemplo que demuestra cémo se puede utilizar la
interpretacién subyacente a los modelos FMP y FI en combinacién con una densidad
de probabilidad que representa una caracteristica de una cierta poblacion:

Ejemplo 40 Sea alto : P (R) — I la etiqueta lingiiistica definida como
alto (x) = T180,190.00.00 (7)), € R

Y consideremos que la altura de una cierta poblacion se puede representar mediante
una distribucion normal N (p, o). altos, = [h, 00) representa el conjunto de alturas
consideradas altas para el nivel de especificidad a.. Por lo tanto

[ Moo= [ Ny
alto> o h

es la probabilidad de que un individuo sea considerado alto, o lo que es lo mismo, la
proporcion de individuos altos de la poblacion para el nivel de especificidad o. En la
figura 3.3 se representa la etiqueta alto junto a una distribucion normal N (185, 1)
(los pardmetros que definen la distribucion se han escogido de manera que la figura
resulte explicativa). En esta figura se ha rellenado la region de probabilidad asociada
al alfa-corte de nivel 0,6 de la etiqueta alto.

Consideremos el cuantificador semi-borroso Q : P (E) — 1 definido como

Q(Y) = So6,08 (%)

donde suponemos que E es el referencial de individuos de la poblacion en estudio.
Sea X € P (FE) el conjunto borroso que representa los individuos altos de dicha
poblacion; esto es,

mx (6) = Halto (altura (6>>
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H S S |
H Propiedades derivadas del marco axiomatico de los DFSs H
(PZ-1) Generalizacién correcta St St
(PZ-2) Cuantitatividad St St
(PZ-3) Valor de verdad inducido St St
(PZ-4) Funciones de verdad inducidas Si St
(PZ-5) Trasposicién de argumentos St St
(PZ-6) Negacién externa St St
(PZ-7) Negacién interna No Caso finito
(PZ-8) Dualidad No Caso finito
(PZ-9) Uniones e intersecciones Si No
(PZ-10) Monotonia en los argumentos Si Si
(PZ-11) Monotonia en los cuantificadores St St
(PZ—1.2) Coherencuf con los Caso wnario | No
cuantificadores estandar
(PZ-13) Insercién de argumentos nitida St St
(PZ-14) Aplicacién funcional Caso finito | Caso finito
H Propiedades adicionales
(PA-1) Insercién de argumentos borrosa No St
(PA-2) Continuidad en los argumentos Caso finito | Caso finito
(PA-3) Continuidad en el cuantificador St St
(PA-4) Conservatividad St No
(PA-5) Propagacién de la borrosidad No No
H Propiedades de los métodos probabilisticos
(PP-1) Media para el cuantificador identidad | Si St
(PP-2) Interpretacién probabilistica S S
de los cuantificadores

Tabla 3.2: Tabla de cumplimiento de las propiedades para los modelos FMP y FI.
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Y 1z T av6 178 g0 182 18 186 ISR 190

Figura 3.3: Probabilidad de que un individuo sea considerado “alto” para el nivel de

especificidad a = 0,6.

donde altura : E — R representa la altura de los individuos. Entonces

FIP(Q) (X) = / Q (Xon)do

1
%/ 8076,078 (/ N(,U,O')) do
0 alto>
X>al

ya que la proporcion de individuos altos para un nivel de especificidad o (| Bl ) puede

ser aprorimada por la probabilidad asociada a dicho alfa-corte en la distribucion

normal.

Notese que la técnica que hemos planteado en el ejemplo anterior nos permite
evaluar una expresion cuantificada sin conocer exactamente el conjunto borroso al
cual se aplica. El conocimiento de la funcién de probabilidad que sigue la poblacién

nos ha sido suficiente.

3.4. Tratamiento alternativo de las situaciones de
indeterminacion
Aunque los cuantificadores semi-borrosos son un medio de especificacién exce-

lente para las expresiones cuantificadas, hay situaciones en las que no resulta nada
evidente el grado de verdad que debe asignarse a ciertas relaciones entre conjuntos.
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Consideremos por ejemplo el cuantificador semi-borroso casi_todos :P (E)* — I

definido como

YinYs
casi_todos (Y7, Ys) = { 506,08 (| |1Y1|2|> Yi#e
1 Y, =

La asignacién del grado de verdad 1 a la situacién en que Y; = @ es razonable
si nos interesa mantener cierta coherencia con el cuantificador todos P (E)2 — 1
(véase la seccién 4.1), pero no siempre tiene porqué ser adecuada. Por ejemplo, en
la seccién 3.3.1 se presenté un ejemplo (ejemplo 39) en el que la asignacién més
apropiada para la situacién de indeterminacion es %

En la bibliografia el tratamiento de la situacion en que la que la cardinalidad
relativa estd indefinida es bastante problemdtica. En la revisién bibliografica (seccién
1.5) se puede comprobar que muchas de las aproximaciones que siguen el marco de
Zadeh simplemente ignoran el problema, estando los modelos indefinidos en esta
situacion. Otros autores [47] muestran bastante coherencia y asocian normalmente
el valor de verdad 1 al caso de indeterminacién de la cardinalidad relativa, aunque
en algin caso [48, pag. 6] se asigna a esta situacién el valor %

El problema no se limita solamente a los cuantificadores binarios proporcionales.
Por ejemplo en la seccion 4.5 se propone el cuantificador semi-borroso cuaternario

|Y1QY2| |Y3NYa|
|Y3|
Y1NYa| YsnYa| _
Qi YaYa Yy =q Srl) o P #ON =0
fu(1)y e g\ DTl g
| v e€][0,1] en otro caso

donde fn : RT U{oco} — I es un ntimero borroso. Este cuantificador semi-borroso
modela la seméntica de expresiones del tipo “la proporcion de mujeres que estan
caminando es el doble de la proporcion de hombres que estan corriendo”. El valor
arbitrario v € [0, 1] se asocia a todas aquellas situaciones en las que la cardinalidad
relativa estd indefinida, y no esta claro cual es la asignacién maés adecuada.

Pero existen ejemplos en las que la asignacién de un grado de verdad apropia-
do es todavia mas dificil. Consideremos los siguientes cuantificadores semi-borrosos
(véase [47, pag. 61]) asociados a la seméantica de determinantes definidos (articulos
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o demostrativos):

1 Y| =1AY1CY,

(3.8)
0 : en otro caso

el (Yl, Yz) = {
1 Yi|>1AY; CY.
los (Y3, Ys) = M L=
0 en otro caso
Las definiciones anteriores no siempre se aceptan en la bibliografia lingiiistica,
considerdndose que en algunos casos la cuantificacién debe quedar indefinida [40,
pég. 231]. Por ejemplo, la expresion “el rey de Francia es calvo” actualmente carece
de significado ya que Francia no tiene rey. En muchas ocasiones en la propia bi-
bliografia lingiiistica se sugiere la utilizacién de una légica trivaluada para manejar
estas situaciones. Notese que segiin la expresion 3.8 el(@, calvos) = 0.

En sus trabajos Glockner considera que la aproximaciéon trivaluada encaja facil-
mente en el marco basado en cuantificadores semi-borrosos. En [47, seccién 2.9

sugiere modelar las situaciones indefinidas utilizando el valor de verdad intermedio
1.

5.
Vi =1AYCY,
LVl =1AY 2 Y,

Vi #1

el <Y17 Y2> =

v O =

No obstante, nuestra interpretacion es que si queremos modelar adecuadamente

estos casos esto no es lo mas adecuado. Habitualmente desde el punto de vista de la

L
2

pretacion de la sentencia “el rey de Francia es medianamente alto” suponiendo la

légica borrosa el valor £ indica un “cumplimiento medio de una propiedad” (inter-
existencia del rey de Francia) lo cual resulta distinto de decir que una expresiéon ca-
rece de sentido, o que un cuantificador no es aplicable (interpretaciéon de la sentencia
“el rey de Francia es calvo” si no existe rey de Francia). Tal como hemos planteado
en [28] una posibilidad muy razonable es modelar las situaciones de no aplicabilidad
o de indeterminacién mediante un valor de verdad especial 6. De esta manera el
conjunto imagen pasa a ser [0, 1]U{0} con 0 ¢ [0, 1]. Esto nos permite evitar que los
valores de verdad intermedios se confundan con las situaciones de indeterminacion

o no aplicabilidad.

La incorporaciéon de la situaciéon de indeterminacién en los modelos que se plan-
tean en esta memoria es bastante sencilla. Para ello asignaremos la probabilidad
asociada a las situaciones de indeterminaciéon o de no aplicabilidad directamente a
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0. En el resto de las situaciones operaremos de la manera habitual. Si la probabili-
dad final asignada a 6 es p entonces consideraremos que el resultado de evaluar una
expresion es “no aplicable” con probabilidad p y el valor de verdad resultante de
no considerar la indeterminacion con probabilidad 1 — p. Consideremos el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 41 Sea casi-todos P (E)2 — I el cuantificador semi-borroso definido

como

Y1NY:
50,6,0,8 (l TQ|2|> Yi 75 (%)

casi_todos (Y7, Y;) =
0 Y, =0

Y X1, X, € P (E) los siguientes conjuntos borrosos

Xl = {078/617 078/627 078/63}
Xz = {1/61, 1/62, 1/63}

Entonces

FMP (X, X5) =6 con probabilidad 0,2
FMP (X, X,) =1 con probabilidad 0,8

De esta manera podemos distinguir, de una manera sencilla, aquellas situaciones
en las que el significado del cuantificador carece de sentido o las proporciones estan
indeterminadas. La decision de céomo trabajar con la probabilidad asignada a 6
pasa a ser dependiente de la aplicacién o del problema que queremos resolver. Lo
importante, desde nuestro punto de vista, es que de esta manera podemos identificar
claramente estas situaciones, evitando mezclar los casos en los que una propiedad se
cumple en grado medio y los casos en los que el significado de una expresion carece

de sentido.

En este capitulo hemos definido tres QFMs basados en las interpretaciones pro-
babilisticas de los conjuntos borrosos que hemos explicado en el capitulo 3. El primer
QFM que proponemos, el modelo F4, sigue la interpretacién de los conjuntos borro-
sos basada en verosimilitudes. Los otros dos QFMs, los modelos FMP vy F! siguen la
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interpretacion de conjuntos borrosos basada en conjuntos aleatorios y se enmarcan
dentro de un marco probabilistico que nos permite definir otros modelos®.

El QFM F# es hasta nuestro conocimiento el tinico DFS no estdndar que se
conoce. Ademsds, las propiedades a mayores del marco axioméatico de los DFS que
verifica este modelo le garantizan un comportamiento excelente, bajo nuestro punto
de vista mejor que el de los modelos propuestos en [47]. Como contrapartida, el
QFM F* esta limitado a referenciales de cardinalidad finita.

Por su parte, aunque los QMFs FMP vy FI no cumplen el marco axiomético de
los DF'Ss, su comportamiento tedrico sigue siendo muy bueno. Ademads, estos QFMs
tienen una interpretacion subyacente que quizas sea algo mas natural que la del

QFM FA. También es destacable que los QFMs FMP v FI no estan limitados a
conjuntos finitos.

No creemos que el no cumplimiento del marco axiomatico de los DFSs por parte
de los modelos FMP v FI sea una desventaja demasiado importante con respecto
a aquellos. Por una parte creemos que la interpretacion probabilistica puede ser
muy util a la hora de combinar la cuantificaciéon borrosa con otras aproximaciones
basadas en probabilidades. Por otra, hemos visto en la seccién 1.5.7 que los modelos
que verifican el marco axiomatico de los DFSs tampoco estdn exentos de problemas.
Los DFSs estandar que cumplen la propiedad de propagacién de la borrosidad (por
ejemplo, los modelos de comportamiento tedrico excelente My y M) no son vélidos
para muchas aplicaciones (véase la seccién 1.5.7 para mas detalles). Con respecto
a los DFSs estandar que no cumplen esta propiedad nos parece importante sefialar
que el rendimiento de los QFMs FMP y FI en los experimentos de recuperacién de
informacién realizados con cuantificadores binarios (capitulo 5) ha sido muy superior
al del modelo FC" [47, pag. 230], ejemplo paradigméatico de “modelo 1itil” que no
propaga la borrosidad.

Otro punto a favor de los modelos que hemos planteado en esta memoria es que
su interpretacién probabilistica subyacente nos permite un tratamiento alternativo
muy natural de las situaciones de indeterminaciéon o no aplicabilidad.

6Recordamos al lector que el QFM FMP es una variacién del modelo planteado en [80, seccién
3.3.2. y seccién 3.4.1.], [22, pdg. 37]. En la “reescritura” de este modelo lo hemos adaptado al marco
de trabajo basado en cuantificadores semi-borrosos, eliminando ademaés la normalizacién planteada
por los autores. Para més informacion véase la revision de este modelo que hemos realizado en la
seccion 1.5.6.
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Para finalizar, recordemos que en el capitulo anterior hemos indicado que la inter-
pretacion probabilistica de los conjuntos borrosos parece exigir distintos operadores
en funcién de los términos lingiiisticos que manejemos. Por ejemplo, la sentencia
“Juan es alto o no alto” es tautoldgica, aunque el valor de pertenencia de Juan a los
conjuntos “alto” y “no alto” pueda ser menor que 1 (véase el ejemplo 30). Aunque
en la definicién de los modelos que hemos hecho en esta memoria no hemos incidido
en estas cuestiones, en [27] hemos planteado una aproximacién preliminar para solu-
cionar este problema definiendo los modelos de cuantificaciéon directamente sobre las
formulas lingiisticas (e.g., “alto o no alto”) en lugar de sobre los conjuntos borrosos

derivados de la aplicacion de las etiquetas a los elementos del universo.

En la definicion de los modelos que planteamos en esta memoria no hemos tenido
en cuenta este problema. No obstante, consideramos que su comportamiento es muy
adecuado ya que ademaéas de estar avalados por su interpretacién semaéantica tienen
un comportamiento teérico muy bueno. Ademads, estos modelos son muy intuitivos
y faciles de manipular algebraicamente. La aproximacién planteada en [27] obliga a
realizar algunas suposiciones muy dificiles de justificar, y complica enormemente la
definicion de los modelos. En todo caso, este es un problema sobre el que seguiremos

profundizando en el futuro.

En el siguiente capitulo abordamos un problema distinto. Una vez hemos deter-
minado algunos modelos de buen comportamiento, vamos a analizar qué expresiones
cuantificadas nos pueden ser més ttiles. Para ello vamos a plantear una clasificacion
de cuantificadores semi-borrosos en la que hemos pretendido recoger aquellos que
nos han parecido més interesantes tanto desde el punto de vista de su expresividad
como desde el punto de vista de su utilidad para las aplicaciones. Los ejemplos que
mostraremos a lo largo de este capitulo demostraran la utilidad de esta clasificacion

en muy diversos ambitos.



Capitulo 4

Clasificacion de cuantificadores

semi-borrosos

En este capitulo vamos a presentar una clasificacion de cuantificadores semi-
borrosos que permite la evaluacién de una relacién muy exhaustiva de sentencias
cuantificadas borrosas que ilustrara la gran potencia expresiva de este tipo de ope-
radores. Esta relacion se presenta agrupada, constituyendo una clasificacién que su-
pone un incremento de poder expresivo muy importante con respecto a la dicotomia
absoluto/relativa habitual.

La diversidad de expresiones que vamos a manejar en esta clasificacion es de
mucho interés para las aplicaciones. En particular, en dmbitos como la recuperacion
de informacion o las bases de datos ya se ha propuesto la utilizacién de cuantifica-
cién borrosa para aumentar la potencia de los lenguajes de consulta [9, 10,13, 14].
No obstante, las propuestas suelen estar limitadas a la inclusién de cuantificadores
absolutos y proporcionales y estan muy lejos de manejar la diversidad de expresio-
nes que permite la clasificaciéon que vamos a desarrollar en este capitulo. Ademas,
la clasificacién también es de interés obvio para el desarrollo de la computacion con
palabras [104].

La clasificacion se centra en los cuantificadores que aparecen mas explicitamen-
te en lenguaje natural (los que denotan la semdntica de los determinantes) pero
contempla también otros tipos de cuantificadores. En concreto, el grupo de cuanti-
ficadores de similaridad (e.g, “el conjunto Yy es aprozimadamente igual al conjunto
Y>”) no se contempla en TGQ pero es de tremendo interés ya que generaliza al-

167
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gunos indices estadisticos que son muy utiles para la medicién de correlaciones y

similaridades.

El mayor énfasis de la clasificacion se ha hecho en los cuantificadores cuantitati-
vos, pero también se han realizado algunas consideraciones acerca de la cuantifica-

cion no cuantitativa.

Se incluye también una seccién en la que se plantea la evaluacion de expresiones
en las que intervienen varios cuantificadores (e.g. “la mayoria de los alumnos han
suspendido el doble de asignaturas tedricas que prdacticas”). Aunque un poco ajena
a la clasificacion en si, esta seccién es muy interesante, ya que el tipo de expresiones
que se manejan son muy habituales y de mucha utilidad para el aumento de la
expresividad de los lenguajes de consulta.

Por 1ltimo, hemos incluido un apartado en el que se muestra la aplicabilidad
de la clasificacién en el dominio temporal. En este caso, se explica como utilizar
cuantificacion borrosa para el modelado de algunas expresiones muy interesantes
sobre conjuntos borrosos definidos en el dominio del tiempo. Sobre este punto, nos
parece destacable la naturalidad con la que la cuantificacién borrosa permite expre-
sar el cumplimiento de condiciones en el dominio temporal (e.g. “las temperaturas
altas y los valores de presion altos o medios estuvieron muy asociados a lo largo del
verano”), dificilmente planteables mediante otros tipos de andlisis.

La clasificacién de cuantificadores semi-borrosos que se plantea en este capitulo
amplia la presentada en [24]. Hemos intentado unificar las definiciones con las que
se plantean en [47], ya que consideramos que el manejo de una notacién unificada
en el campo de la cuantificacion borrosa, al igual que en cualquier otro, es muy
importante al facilitar la comparacién de las propuestas de distintos autores. En
todo caso, siempre que hemos utilizado alguna definicién planteada en [47], la hemos

referenciado adecuadamente.

En el desarrollo del capitulo se ha utilizado la siguiente notacién:

QIn or Qimv (4.1)

E,a,type E,a,type

para indicar, de manera parametrizada, como se pueden definir los distintos tipos de
cuantificadores semi-borrosos. En la misma, fn es un ntmero borroso sobre N, Z,
[0,1] o R; v € [0, 1] es un pardmetro que se utiliza para indicar el valor que debe to-
mar el cuantificador en las situaciones de indefinicion; F' es el universo de referencia;

a € Nindica la aridad del cuantificador semi-borroso; y type es un parametro que nos
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permite distinguir las distintas formas de construir los cuantificadores. Por ejemplo,
por Qg‘);;ﬁ; denotaremos un cuantificador binario proporcional (tipo prop), defini-
do utilizando una funcién S de Zadeh de parametros 0,5,0,8 (So50s), vy que toma

valor 1 en el caso de indeterminacion de la cardinalidad relativa.

La clasificacién se ha organizado en funcion de la aridad de los cuantificadores
(unarios, binarios, ternarios, etc.). No obstante se ha distinguido un grupo especial,
el grupo de cuantificadores estandar, por su papel destacado en el desarrollo de la
cuantificacion légica.

4.1. Cuantificadores estandar

Hemos decidido denominar cuantificadores estindar a los cuantificadores que se
derivan de los cuantificadores existencial y universal mediante las relaciones de nega-
cion externa e interna, tanto en el caso unario como en el binario. La denominacion

estandar para estos cuantificadores se utiliza en [47, pag. 282].

Los cuantificadores estandar son los siguientes:

0 : Y=g
1 Y #£ o
0 : Y#FE
1 Y=F

Y =0

0: Y=EF
1 : Y£E

23<Y>={(1’ ASEERTIeE
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0 : INnYe=0
1 leﬂYQ%Q
0 : i¢Y,

1 NCY,

0: YinYe#£o
1 : Yle2=®
0 : Y1CY,
1 : YigYQ

algiin (Y3,Y3) = {
todos (Y1, Ys) = {

ningun (Y7, Ys) = { = todos (Y1, Ys) =

no todos (Y7,Y;) = { = algun (Y7, Ys) =

En la figura 1.5 se ha mostrado el cuadrado aristotélico relativo a los cuantifica-
dores todos, algin, ningin, y no todos.

Ejemplos de sentencias que se pueden evaluar con los cuantificadores anteriores
son respectivamente “hay un estudiante”, “todos son estudiantes”, “ninguno es es-
tudiante” v “no todos son estudiantes” para el caso unario; v “algun estudiante es
espanol”, “todos los estudiantes son espanoles”, “ningin estudiante es espanol” y
“no todos los estudiantes son espanoles” en el caso binario.

Aunque estos cuantificadores son casos particulares de los tipos que se plantean
en las siguientes secciones, se han definido separadamente por la relevancia que han
tenido en el desarrollo de la légica de predicados y de las teorias lingiiisticas de
la cuantificacién. Mas adelante también veremos como podemos definir los mismos
siguiendo la notacién parametrizada propuesta al principio del capitulo.

4.2. Cuantificadores semi-borrosos unarios

En lenguaje natural la cuantificacién unaria no es la mas frecuente'. El fenémeno
de la cuantificacion unaria aparece en sentencias en las que la cuantificacién no
esta restringida a un conjunto de elementos explicitamente, como por ejemplo en las
sentencias “todo es falso” o “todos son estudiantes”. Este hecho marca una diferencia
importante con los cuantificadores de aridades superiores, en los que los grupos
nominales restringen los elementos de interés para el cuantificador (e.g. “todos los
estudiantes son gallegos”). No obstante la cuantificacién unaria es muy ttil, entre

otras debido a que muchos cuantificadores de aridades superiores se pueden reducir

!La cuantificacién unaria es cuantificacién de tipo (1).
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de una manera sencilla a cuantificadores unarios.

En légica de primer orden solo se consideran dos tipos basicos de cuantificadores:
el cuantificador universal V y el existencial 3. Estos cuantificadores son inherente-
mente unarios, por lo que la légica de primer orden sélo permite expresar algunos
tipos de cuantificadores unarios, y cuantificadores que son, de alguna manera, redu-
cibles al caso unario. Por ejemplo, las siguientes expresiones nos permiten especificar
los cuantificadores asociados a las semanticas “al menos dos” y “todos menos dos”
(y por extension “al menos n” y “todos menos n”) utilizando l6gica de predicados:

al_.menos_2 (Y) = Je;Jes (xy (e1) A xy (€2) Aer # e)

todos_menos_2 (Y) = Je;Jey ( (o () Aox (e2) Aer # e2) A )
AVes (mxy (e3) — e1 = ez V ey = e3)

Para expresar una sentencia en la que aparece cuantificacion no unaria mediante
la légica de predicados (e.g, “todos los hombres caminan”) es necesario buscar la
manera de “traducir” la cuantificacién no unaria a una expresion valida en logica
de predicados (e.g, Yz (hombre () — camina (z))). Como hemos indicado en la
seccién 1.2 esto normalmente no se puede conseguir. Por ejemplo, en [5, pag. 214] se
demuestra que no es posible expresar el cuantificador asociado a “la mitad o mads”
en légica de primer orden, hecho que se extiende a practicamente la totalidad de los
cuantificadores proporcionales.

En este apartado vamos a tratar los cuantificadores semi-borrosos cuantitativos
unarios definidos sobre un conjunto referencial F de cardinalidad finita. Este caso
es, sin duda, el mas importante desde el punto de vista practico, y constituye la
generalizacién al caso semi-borroso de los cuantificadores expresables en logica de
predicados sobre dominios finitos.

El siguiente teorema [47, pag. 286] establece que todo cuantificador cuantitativo
unario sobre un conjunto base F/ # & finito se puede expresar a partir de una funcién

q:{0,...,|E|} = L

Teorema 42 [/7, pdg. 286]Un cuantificador semi-borroso unario Q : P(E) — 1
sobre un conjunto base finito F # & es cuantitativo si y solo si existe una funcion
q:{0,...,|E|} =1 tal que Q (Y) =q(|Y]), para todo Y € P (FE). q se define como
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para j € {0,...,|E|}, dondeY; € P (F) es un subconjunto arbitrario de cardinalidad
Yl =J.

Por lo tanto, podremos definir cualquier cuantificador semi-borroso unario cuan-

titativo a partir de un ntimero borroso fn: N — L

En nuestra notacién parametrizada vamos a considerar las siguientes posibilida-

des para definir cuantificadores semi-borrosos cuantitativos:

= A partir de un niimero borroso absoluto fn : N — I. Se plantean dos posibi-
lidades:

e Forma absoluta:
g?l,card (Y) = fn <|Y|)

que se puede utilizar, por ejemplo, para evaluar expresiones del tipo “al-
rededor de 5 son estudiantes”. Si suponemos que el cuantificador asociado
a “alrededor de 57 se especifica utilizando un niimero borroso trapezoidal:

T1,4,6,9 (Y) = T1,4,6,9 (|Y|)

E.,1,card

Entonces para el conjunto Y € P (E):
Y = {1/61, 1/62, 1/63, 0/6’4, cey 0/6’10}

obtendremos

2

P (V) = Trags (IV]) = Traso (3) = 3

e Forma absoluta de excepcién:

g?l,all_but_card (Y) = fn <|E\Y|)

que se puede utilizar en la evaluacion de expresiones similares a “todos

menos alrededor de 5 son estudiantes”.

» A partir de un nimero borroso proporcional fn : [0,1] — I. Se plantean las

posibilidades:
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e Forma proporcional:

f _ o (Y]
E,1,prop <Y> - fn (|E|)

que se puede utilizar, por ejemplo, para evaluar expresiones similares a
“alrededor del 10 % son estudiantes”.

e Forma proporcional de excepcién:

5 [E\Y]
QU attbutprop (Y) = [ <|T|

que se puede utilizar en la evaluaciéon de la expresion “todos menos alre-
dedor del 10 % son estudiantes”.

Noétese que utilizando los ntimeros borrosos:

fnv(@:{? Tewel

fng(x)={0 v=0 ,x €N

1 >0

podemos definir los cuantificadores 3: P (E) -2y V:P(E) — 2

Ve (V) = QF 1o (V)

E,1,prop

—_ Nfna
i (Y> - QE,l,card (Y)
y de manera similar se pueden definir los deméas cuantificadores estandar.

En la tabla 4.1 se muestran las posibilidades para la definicién de cuantificadores
unarios que hemos considerado.

4.3. Cuantificadores semi-borrosos binarios

La cuantificacién binaria es la mas frecuente en el lenguaje natural y posible-
mente la mas interesante desde el punto de vista de las aplicaciones. Ejemplos de
sentencias que presentan cuantificacion binaria son: “la mayoria de los estudiantes
son espanoles”, “alrededor del 70 % o mdas de los estudiantes son espanoles”, “hay
mds mujeres que hombres”, etc.
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Definicion de cuantificadores unarios

Cuantificador semi-borroso Ejemplo

Unario cuantitativo )
“alrededor de 3 son estudiantes”

Qé’fl card Y)=fn(Y])
Unario cuantitativo

“alrededor del 10 % son estudiantes”
QF'prop™)=1n({)

Unario cuantitativo

“todos menos alrededor de 3 son estudiantes”
Qér,ll all_but_ca.'rd(Y):fn(|E\Y|)
Unario cuantitativo

“todos menos alrededor del 10 % son estudiantes”

f _ |B\Y]|
QEy,ll,all_but_prop(Y)_fn( |E| )

Tabla 4.1: Definicién de cuantificadores unarios.

Hemos dividido los cuantificadores binarios en cuatro grupos principales. Los dos
primeros contemplan cuantificadores que se pueden asociar facilmente a sentencias
de lenguaje natural. En el primero se consideran los cuantificadores conservativos
(expresables a partir de las cardinalidades |Yi|, |Y1 N Y3]). Y en el segundo se con-
sideran los cuantificadores comparativos (expresables a partir de las cardinalidades
|Y1|,|Y2|). El tercer grupo incluye algunos cuantificadores muy utiles para medir la
similaridad de conjuntos, los cuales en su forma maéas béasica son expresables a partir
de las cardinalidades |Y; U Y3|, |Y1 N Y3|. El cuarto grupo es el menos interesante e in-
cluye los cuantificadores que se definen a partir de las cardinalidades Y], |Y; U Y3|.
Si sélo consideramos los cuantificadores de similaridad méas bésicos, los distintos

grupos se caracterizan porque dependen de tnicamente dos de las cardinalidades
|Yi| 9 |Y2| 9 |Y1 N Y—2| ) |Y1 U Y—2|

El apartado finaliza con un teorema que demuestra que cualquier cuantifica-
dor semi-borroso cuantitativo binario es expresable a partir de las cardinalidades
[Y1], [Ya], [Y1 N Ys]. Como se cumple que |Y; U Ys| = |Yi| + |Ya] — |V N Y3| esto de-
muestra que cualquier cuantificador binario cuantitativo se puede expresar a partir

de tres de las cardinalidades anteriores.

4.3.1. Cuantificadores semi-borrosos binarios conservativos

La principal caracteristica de los cuantificadores presentados en esta seccion es
el cumplimiento de la propiedad de conservatividad [40,56-58]. Intuitivamente, los
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cuantificadores binarios conservativos son aquellos cuya semantica no se modifi-
ca cuando limitamos el alcance del cuantificador a su restriccién. Por ejemplo, la
semantica de la sentencia “la mayoria de los estudiantes son esparnoles” es equiva-
lente a la semantica de la sentencia “la mayoria de los estudiantes son estudiantes y
espanoles”. Mas ejemplos de cuantificadores conservativos son “alrededor del 30 %,
“todos excepto 10", etc. La definicién de la propiedad de conservatividad para cuan-
tificadores semi-borrosos es la siguiente?:

Teorema 43 [{7, pdg. 301] Sea Q : P (E)* — I un cuantificador semi-borroso
binario en un conjunto base E # &. Si Q es conservativo, entonces @ (Y1,Y3)

estd completamente determinado por las cardinalidades de |Y1| e |Y1 NYs|, para todo
Y1,Y, € P(E).

Tal como se indica en [47, pdg. 301], todo cuantificador semi-borroso binario
cuantitativo conservativo @ : P (E)* — I sobre un conjunto referencial finito se pue-
de expresar en funcién de |Y;] y |Y; N V3| utilizando una funcién ¢ : {0,...,m}> — I

adecuada; es decir, existe una funcién ¢ : {0,...,m}> — I tal que
Q (Yla YQ) =4q (|Y1| ) |Yi N Y2|>

para todo Y7, Ys € P (E).

Los cuantificadores conservativos son, con mucho, los mas habituales en las ex-
presiones de lenguaje natural y los que mds atencion han recibido en TGQ. Se
asocian normalmente a sentencias del tipo (1, 1).

Hemos distinguido dos grupos principales de cuantificadores conservativos: cuan-
tificadores conservativos absolutos vy cuantificadores conservativos proporcionales.
Como veremos, los cuantificadores absolutos engloban a los cuantificadores de pri-
mera clase de Zadeh [103], mientras que los cuantificadores proporcionales se corres-
ponden con los cuantificadores de segunda clase.

Cuantificadores semi-borrosos binarios absolutos

Bajo el epigrafe de cuantificadores semi-borrosos binarios absolutos hemos inclui-
do los cuantificadores que aparecen asociados en TGQ a los determinantes cardina-

2En ocasiones la propiedad de conservatividad se extiende a cuantificadores de mayor aridad
(e.g., ternarios). Véase por ejemplo [56, pag. 55].
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les y co-cardinales [56-58]3. Los cuantificadores cardinales dependen de una manera
absoluta de la cardinalidad de la interseccién de las propiedades involucradas. Por
ejemplo, la veracidad de la afirmacion “alrededor de 6 estudiantes son espanoles”
depende del numero absoluto de individuos que verifican las propiedades de “ser
estudiante” y “ser espanol”. Los cuantificadores co-cardinales dependen de una ma-
nera absoluta de los elementos de la restriccién del cuantificador que no cumplen
la propiedad asociada al alcance del cuantificador. Por ejemplo, la sentencia “todos
excepto 8 estudiantes son espanoles” es cierta si el nimero de estudiantes que no

son espafoles es 3.

Es importante destacar que los cuantificadores tratados en este apartado cumplen

trivialmente la propiedad de conservatividad.

A continuacién se introducen las definiciones que permiten caracterizar estos

cuantificadores:

Definicién 98 Diremos que un cuantificador semi-borroso cuantitativo binario @) :
P (E)* = I sobre un conjunto base finito E # @ es absoluto cardinal si Q (Y1,Ys)
solo depende |Y1 N Y3|; es decir, existe una funcion q : {0,...,|E|} — I tal que

Q(Y1,Y2) = fn([Y1NY)

En [50], [47, pag. 321] estos cuantificadores semi-borrosos se denominan absolu-

tos.

Definicion 99 Diremos que un cuantificador semi-borroso cuantitativo binario @ :
P (E)2 — I sobre un conjunto base finito E # @& es absoluto co-cardinal si Q (Y1, Y5)

solo depende |Y1 N ?2|, es decir, existe una funcion q : {0,...,|E|} — I tal que

Q(Y1,Ys) = fn (|1 NYal)

En [50], [47, pdg. 321] estos cuantificadores semi-borrosos se denominan de ex-

cepcion.

Nétese que si Q : P (E)” — I es cardinal entonces Q- : P (E)> — I es co-cardinal

y viceversa.

3También son muy habituales las denominaciones “cuantificadores absolutos” y “cuantificadores
de excepcion”, aunque en esta memoria se ha preferido reservar la denominacién “absoluta” para

ambas clases de cuantificadores.
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En la notacién parametrizada planteamos la definiciéon de cuantificadores semi-

borrosos cardinales y co-cardinales a partir de un nimero borroso absoluto fn :
N —TI

s Cuantificadores cardinales:

g??,card (Y—h Y—2> = fn <|Y—1 N Y—2|)
s Cuantificadores co-cardinales:

gg,co_card (Y17 Y2> = fn (|Y1 N 72‘)

Noétese que se cumple que

I cara (Y1, Y2) = [ (Y1 N Ya]) = QF 0rg (Vi N Y2)
CQQ,LQ,CO_card (Y17 Y—Q) = fn (|Y1 N ?2|) = ngl,card (YI N ?2)

es decir, para un cuantificador semi-borroso cardinal @ (Y7, Y2) (respectivamente co-
cardinal) podemos construir un cuantificador semi-borroso unario equivalente que
toma como argumento Y; NY5 (respectivamente Y; 072) Notese que el cuantificador
algin:P (E)* — I es cardinal mientras que el cuantificador todos:P (E)*> — I es

co-cardinal, por lo que estos cuantificadores son reducibles a cuantificacién unaria®.

En la tabla 4.2 se muestran las posibilidades para definir cuantificadores binarios
cuantitativos absolutos que hemos considerado.

Cuantificadores semi-borrosos binarios proporcionales

Los cuantificadores proporcionales se relacionan con los determinantes de deno-
taciéon proporcional [56-58]. Algunos ejemplos de sentencias que involucran cuanti-
ficacién proporcional son “la mayoria de los estudiantes son espanoles”, “alrededor
del 70 % o mds de los estudiantes son espanoles”, “todos excepto alrededor del 10 %
de los estudiantes son espanoles”. Aparte de su relevancia desde el punto de vis-
ta lingiiistico, su interés para las aplicaciones es indudable. Es destacable que una

4En el caso borroso la validez de la transformacién depende del QFM utilizado. Concretamente,
si el QFM cumple la propiedad de las uniones y las intersecciones (véase la seccién 1.4.1) entonces
la transformacién se puede aplicar en el caso borroso.
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Definicion de cuantificadores binarios absolutos

Cuantificador semi-borroso Ejemplo

cardinal /absoluto ) ~
“alrededor de 5 estudiantes son espanoles”

QL cara(Y1,Y2)=fn(|Y1NY2))
co-cardinal /excepcién

“todos excepto 5 estudiantes son espanoles”

Qg?Q co-card(yl ,Yz)zfn(|Y1 \Y2 |)

Tabla 4.2: Definicion de cuantificadores binarios absolutos.

parte muy importante del esfuerzo investigador en cuantificacion borrosa ha estado
enfocado a la biisqueda de modelos validos para cuantificadores proporcionales.

Definicién 100 /47, pdg 323]Un cuantificador binario Q : P (E)* — I sobre un
conjunto base finito es proporcional si existen v € I, fn :[0,1] — I tales que

[YinYs|
Q(Yiin>=Q(lYi|,|YimY2|)={ fn (M55E) il 0
v V1| =0

para todo Y1,Ys € P (E).

Tomando v = 1 se asume que la semantica del cuantificador “todos” es la misma
que la seméntica del cuantificador “100%”.

En la notacion parametrizada se plantean las siguientes posibilidades para definir

cuantificadores proporcionales. Ambas utilizan un niimero borroso proporcional fn :
[0,1] — I

= Forma proporcional:

Q (m,n>={f”(|y'lg'yz|) n7e

E,2,prop v Vi = o
1=

Que se puede utilizar, por ejemplo, para evaluar expresiones del tipo “alrededor
del 10 % de los estudiantes son espanoles”.

= Forma co-proporcional:

an (Yl,Y2> _ { In <|Y|1}>1)|/2|> Yi#0

FE,2,co_prop v Vi = &
1=
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Definicién de cuantificadores binarios proporcionales

Cuantificador semi-borroso Ejemplo

Proporcional
“alrededor del 10 % de los estudiantes
QLS rop(Y1,Y2)= f "(lYIIQTﬂ) vi#e son espaioles”

UE[O,I] Y1=92
Proporcional
“todos excepto el 10 % de los estudiantes
Y1\ Y| Y1#9 ~
QE5rcoprop(Y1:Y2)= ! "( ¥l ) son espanoles”

v€(0,1] Y1=0

Tabla 4.3: Definicién de cuantificadores binarios proporcionales.

Que permite evaluar expresiones similares a “todos excepto el 10% de los es-
tudiantes son espanoles”.

En la tabla 4.3 se muestran las posibilidades para definir cuantificadores binarios
proporcionales que hemos considerado.

4.3.2. Cuantificadores semi-borrosos binarios comparativos

La cuantificacion binaria comparativa se presenta en lenguaje natural en sen-
tencias existenciales [56, 58], como por ejemplo “hay mds mugjeres que hombres” o
“hay alrededor de cinco mujeres mas que de hombres”. Veremos mas adelante que,
de igual manera que para el caso de cuantificacién unaria, en ocasiones es posible
reducir cuantificadores de aridad superior al caso binario comparativo.

Definicién 101 °Diremos que un cuantificador semi-borroso cuantitativo binario
Q : 73(E)2 — I sobre un conjunto base finito E # & es comparativo si Q (Y1,Y3)
sélo depende de |Y1|,|Ya|; es decir, existe una funcion q : {0,...,|E|}* — I tal que

Q (Y1, Y2) = q (1] |Yal)

para Y1,Ys € P(FE).

°La definicién es similar a la planteada en [47, pag. 333] para cuantificadores comparativos
ternarios.
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En nuestra notacion parametrizada vamos a considerar las siguientes posibilida-
des para definir cuantificadores semi-borrosos binarios comparativos:

= Forma absoluta: Utilizando un nimero borroso absoluto fn:7Z — 1

CQg,LQ,card_comp (Yl? Y—Q) = fn <|Y1| - |Y2|>

que se puede utilizar para evaluar sentencias similares a “hay alrededor de 5
mujeres mds que de hombres”.

» Forma proporcional: Utilizando un ntimero borroso proporcional® fn : Rt U
{oo} =1

(k) Yy 4 @
Qg}?,prop_comp (Yl? YQ) = fn (OO) Yl # N Y2 =O
fn(l) Yi=0AY;=0

que se puede utilizar para evaluar sentencias similares a “hay alrededor del
doble de mujeres que de hombres”. En particular, para evaluar esta sentencia,
podriamos utilizar el siguiente cuantificador semi-borroso:

Ti223 (%) Yo # @
0 Y2 =

T1,2,2,3 (Yla Yz) _

E.,2,prop_-comp

Notese que la definicién 101 es mas general que las expresiones absoluta y com-
parativa de definicion de cuantificadores semi-borrosos. No obstante, las expresiones
planteadas son las que tienen més interés practico.

En la tabla 4.4 se muestran las posibilidades para definir cuantificadores binarios
comparativos que se han considerado.

4.3.3. Cuantificadores semi-borrosos de similaridad

El interés de la cuantificacion no esta limitado a aquellas situaciones mas eviden-
tes desde el punto de vista del lenguaje. Aunque los cuantificadores que se asocian

6La asignacién de fn (1) al caso en que Y; = Y = @ es la més razonable (intuitivamente, la
cantidad de Y7 es igual a la cantidad de Y3). En todo caso estd opcién es solamente una posibilidad
razonable y en la préictica se debe decidir cual es la opcién méas adecuada.
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Definicién de cuantificadores binarios comparativos

Cuantificador semi-borroso Ejemplo
comparativo absoluto “hay alrededor de 5 mujeres
QfE’,l? card_comp(Y17Y2):fn(|Y1|_|Y2|) nlés que de hon]bres”

comparativo proporcional

In ( Iy—ll ) Yadk & “hay el doble de mujeres
2

fn (Y1,Y2)= que de hombres”

I
QE,?,prop_comp fn(oo) Y17$@/\Y2:@

fn(l) Y1=8AYo=2

Tabla 4.4: Definicién de cuantificadores binarios comparativos

facilmente a expresiones del lenguaje natural son los mas intuitivos, existen otros
cuantificadores de mucho interés desde el punto de vista de las aplicaciones para los
cuales no existe una correspondencia directa con expresiones del lenguaje natural.
En este apartado se discuten y definen algunos cuantificadores semi-borrosos que
permiten definir medidas de similaridad entre los argumentos. Estos cuantificadores
son generalizaciones de algunos indices de similaridad estadisticos, los cuales son de
mucha utilidad en aplicaciones de mineria de datos [52] y de recuperacién de infor-
macion [72]. Son ttiles para evaluar expresiones semejantes a “la correlacion entre
los dias de temperaturas bajas y los dias de lluvias intensas es alta”.

Recientemente, en [8], los autores han tratado la generalizacién de indices de
similaridad mediante cuantificacién borrosa, pero fuera del marco de trabajo basado
en QFMs.

En su forma mas basica los cuantificadores semi-borrosos de similaridad depen-
den de las cardinalidades |Y; U Y3|, [Y1 N Y;5|. A continuacién definimos los que hemos
denominado cuantificadores de similaridad simples.

Definicion 102 Diremos que un cuantificador semi-borroso cuantitativo binario
Q P(E)2 — I sobre un conjunto base finito & # @ es de similaridad sim-
ple si Q(Y1,Ys) sélo depende de |Y1UYs|,|Y1 NYs|; es decir, existe una funcion
q:{0,...,|E}* =1 tal que

Q(Y1,Y2) =q(YaUYs|,[YiNYs|)

para Y1,Ys € P(FE).
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El cuantificador de igualdad eq : P (E)* — I

1 Y1:Y—2

0 vy (4.2)

eq(Yl,YQ)z{

definido en [47, pag. 284] es un caso particular de los cuantificadores de similaridad

simples. Basta tomar:

1 : |Y1UY—2|=|Y10Y2‘

YUYy, |[YiNYs]) =
q([Y1U Y3, [Y1 N Yal) {0 D YT UYs| #[YiNYs

Vamos a plantear la definicion de cuantificadores de similaridad simples utilizan-

do un nimero borroso proporcional fn :[0,1] — I

|Y10Y2|
o v Yi U Y2 =y

Ademads de los anteriores es posible definir otros cuantificadores semi-borrosos
que son interesantes para medir el grado de solapamiento de Y; y Y5. Se muestran a

continuacion algunas posibilidades:

= Generalizacion del indice ROC. Se plantea a partir de un niimero borroso

proporcional fn : [0,1] — I:

[YiNYs|?
QL eonatroe (Y1, Y2) = fn<|;1||g|> VIZONYs # @
o v YI=0VY =0

El cuantificador semi-borroso anterior es una generalizacion de la definicién
presentada en [39, pag. 62].

= Generalizacion del indice de emparejamiento simple. Se plantea a par-
tir de un ntimero borroso proporcional fn : [0,1] — I:

YinYs| +[ViNYs|

fn _
QE,Q,equalﬁimple_match (Y17 Y2) - fn (

s <|YmYzl+ ITmE|>

YiNYs| +[YinYs| + [YiNYs| + [YiN Y2

||

En este indice de similaridad no se tienen en cuenta tinicamente los elemen-
tos que cumplen las propiedades, sino que también se tienen en cuenta los

elementos que no las cumplen.
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Definicion de cuantificadores binarios de similaridad

Cuantificador semi-borroso Ejemplo

De similaridad bésico

Qs e uat(Y1,Y2) “la correlacién entre los dias
_{ fn (}QBQD YiuYs # @ de lluvia y de frio es alta”
- v YiUY, =
Generalizacién del indice ROC
QL cquatroc(¥1:Y2) “la correlacion entre los dias
{ n (IIY;HR/;II ) Vi oY, # O de lluvia y de frio es alta”
v Vi=oVvY, =0
Generalizacio’n del indice Dice

E 2 equal_stmple_match ( )

[Y1NYa|+|¥iNY2| de lluvia y de frio es alta”

:f”< B

Generalizacién del indice de solapamiento simple

QE 2,equal_dice (Y1,Y2) “la correlacion entre los dias
2|Y10Y2| . ,
n =L YiUYs o] ?
_ f <2|Y10Y2|+|Y10Y2|+|Y10Y2|> 1UYy # de lluvia y de frio es alta

v Y1UYy =0

Tabla 4.5: Definicién de cuantificadores binarios de similaridad.

= Generalizacion del indice Dice. Se plantea a partir de un ntimero borroso
proporcional fn : [0,1] — I:

QE 2,equal _dice (Yl? YQ)

2|Y1ﬂY2|
- n <2|Y10Y2|+|Y1072|+|710Y2|) hur#o
(% Yl U Yé =9

que pondera positivamente el cumplimiento de la propiedades.

En la tabla 4.5 mostramos las posibilidades para definir los cuantificadores de
similaridad que hemos considerado”.

"En los ejemplos, el término “correlacién”se utiliza para indicar que los hechos mencionados
transcurren parejos.
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4.3.4. Cuantificadores semi-borrosos de importancia relati-

va en la unién

Este tipo de cuantificadores permite medir la importancia relativa de una propie-
dad sobre la union de ambas. Permite evaluar expresiones similares a “la proporcion

de los dias de lluvia en los dias de lluvia y nieve es alta”.

Definicién 103 Diremos que un cuantificador semi-borroso cuantitativo binario
Q : P(E)® — I sobre un conjunto base finito E # @ es de importancia relativa
en la union si Q (Y1,Y2) sélo depende de |Yi|,|Y1 U Ya|; es decir, existe una funcion
q:{0,...,|E]}* =1 tal que

Q (Y1,Ya) = q (V1] [Y1 U Yal)
para Y1,Ys € P(E).

Plantearemos la definicién de cuantificadores de importancia relativa en la unién
utilizando un nimero borroso proporcional fn: [0,1] — I:

k. Y1, Y,) = f”(w'lﬁl'm) YiUY,| # @
E,2,propunion ( 1 2) = |Y . . | :
v f o =

4.3.5. Expresion general de los cuantificadores semi-borrosos

binarios

Hemos descrito varias clases de cuantificadores semi-borrosos binarios de mu-
cho interés practico. No obstante no es dificil definir cuantificadores semi-borrosos
cuantitativos que no encajan dentro de los grupos mencionados. En este apartado
se demuestra que todo cuantificador semi-borroso cuantitativo binario es expresable
a partir de una funcién que depende de las cardinalidades ¢; = |Yi|, ¢o = |Y3| ¥
C3 = |Yi N Ygl

Teorema 44 Sea Q : P (E)? — I un cuantificador semi-borroso binario cuantitati-

vo. Entonces existe una funcion q : {0,...,m}> — I tal que

Q (Y1,Y2) = q(c1,c2,¢3)

para todo Y1,Ys € P(E), ycy = |Yi|, ca = |Ya| y c3 = [Y1 N Y5,
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Demostracion. Sabemos que todo cuantificador cuantitativo binario es expresable
en funcién de las cardinalidades de las combinaciones booleanas de Y7 e Y5(]Y; N Ya/,
Y1 N =Ys|, |21 NYsl, |[=Y1 N =Ys|) (véase el apartado 1.4.1); es decir, existe una
funcién ¢ : {0,...,m}* — I tal que

Q (Y1,Y2) = q (Y1 N Ya|, [YiN=Ys|, |2Y1 N Y, [=Y) N =Yy

Por lo tanto, para la demostracién de la propiedad es suficiente comprobar que la
cardinalidad de cualquier combinacion booleana de Y; e Y5 es expresable en funcion
de las cardinalidades de |Y7|, |Ya2| e |Y1 N Yal.

Como
YinYs| =cs
|Y1 ﬂ"Yél = |Y1| — |Yi ﬂYQl =C1 —C3
|_|Y1 ﬂY2| = |Y2| - |Yi ﬂY2| — Cy — C3
|—|Y1ﬂ—|Y2| = |E| - |Y1UY2| = |E| + |Y10Y—2| - |Y1| - |Y—2| =m-+c3—C — C

entonces el teorema se cumple para ¢’ : {0,...,m}* — I definida como
q(IYiNYa|,[Yin=Ys|, |=Yi N Y|, | =Y N =Ys)

= q(c3, 01 —c3,00 — C3, M+ C3 — €1 — Ca)

= q, (Cla Ca, C3)

Un resultado similar al del teorema anterior es que toda combinacién booleana
es expresable en funcién de las otras tres (e.g, Y1NYs = F\ (Y1 N =Y5) \ (Y1 NY3)\
(=Y N =Y3)), por lo que cualquier cuantificador binario cuantitativo es expresable en
funcién de tres cardinalidades de entre |Y] N Y|, |Y) N =Ys|, =Y N Ys|, |-Y: N =Ys).

Este resultado es de interés en la construccion de algoritmos para la evaluacién

de los modelos.

4.4. Cuantificadores semi-borrosos ternarios

En el lenguaje natural, la cuantificacion ternaria aparece normalmente asociada
a sentencias comparativas [56-58,86]. Algunos ejemplos de sentencias que involucran
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cuantificacion ternaria son los siguientes: “mds estudiantes que profesores han venido
a la fiesta” (propiedades “ser estudiante”, “ser profesor” y “estar en la fiesta”), “hay
alrededor del doble de estudiantes que de profesores en la fiesta”, “hay proporcio-
nalmente alrededor del doble de mujeres en bicicleta que caminando” (propiedades
“ser muger”, “andar en bicicleta”, “estar caminando”). Otro ejemplo bastante ca-
racteristico de cuantificador ternario es el de cuantificador ternario de excepcion. Un
ejemplo de una sentencia en la que aparece un cuantificador ternario de excepcién
14

es “todos los estudiantes excepto los espanoles estan en clase” (propiedades “ser

estudiante”, “ser espanol”, “estar en clase”).

4.4.1. Cuantificadores semi-borrosos ternarios comparativos

Vamos a clasificar los cuantificadores cuantitativos comparativos ternarios en dos
grupos. El primer grupo, formado por los cuantificadores comparativos cardinales
[56-58,86], involucra comparaciones sobre medidas absolutas de las cardinalidades.
En la definicién del segundo grupo se utiliza una definicién general que engloba el
importante caso de los cuantificadores comparativos sobre proporciones.

El grupo de cuantificadores comparativos cardinales lo dividimos a su vez en dos
subgrupos, el primero dependiente de las cardinalidades |Y; N Y3| e |Yo N Y3 (como
por ejemplo en la sentencia “alrededor de 10 estudiantes mdas que profesores estdn
en la fiesta”); y el segundo dependiente de las cardinalidades |Y; NY3| e |Y; N Y;|
(como por ejemplo en la sentencia “alrededor de 10 estudiantes mds estdan en el lago

que en la fiesta”).

Definicién 104 Diremos que un cuantificador semi-borroso cuantitativo ternario
Q:P (E)3 — I sobre un conjunto base finito F # & es comparativo sobre el cardinal
de primer tipo si Q (Y1, Ys, Y3) sélo depende de las cardinalidades |Y1 N Y3|, |Ya N Y3|;
es decir, existe una funcién q : {0,...,|E|}> — I tal que

Q (Y1,Y2,Y3) = q(|[YiNnYs|, |YonYs|)
para Y1,Ys, Yz € P(E).
En [47, pdg. 333] se define estos cuantificadores simplemente como comparati-
vos cardinales. En esta memoria estos cuantificadores se denominan comparativos

cardinales de primer tipo (de una manera andloga a como se hace en [24]) para
distinguirlos de los siguientes:
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Definicién 105 Diremos que un cuantificador semi-borroso cuantitativo ternario
Q:P (E)3 — I sobre un conjunto base finito F # & es comparativo sobre el cardinal
de sequndo tipo si QQ (Y1, Y3, Y3) sdlo depende de las cardinalidades |Y1 N Ya|, |Y1 N Y35);
es decir, existe una funcién q : {0,...,|E|}* — I tal que

Q (Y1,Y2,Y3) = q (Y1 NYa|,[Y1 N Y3)
para Y1,Ys, Y3 € P (E).

Desde el punto de vista lingiiistico, los cuantificadores cardinales de primer tipo
se asocian a sentencias de tipo ((1,1),1) (dos frases nominales y un predicado)
mientras que los cuantificadores cardinales de segundo tipo se asocian a sentencias
de tipo (1, (1,1)) (una frase nominal y dos predicados).

En la notacién parametrizada consideramos las siguientes posibilidades para de-

finir cuantificadores semi-borrosos cardinales:

= Cuantificadores cardinales de primer tipo.

e A partir de un nimero borroso absoluto fn :7Z — I:

Qg}l’),card_comp_((l,l),l) (Y17 Y27 )/3) = fn (|Y1 N Yé| - |Y2 N )/Ei|)

que se puede utilizar para evaluar expresiones similares a “alrededor de
diez estudiantes mds que profesores estan en la fiesta”.

e A partir de un nimero borroso proporcional fn : RT U {oc} — I:

QL (Yy, Ya, Ys)

E,3,card-prop-((1,1),1)

[Y2NY3|
= fn(o)  MNYs£)A(YoNYs; =02)
fn(1) YiNnYs=2)A(YaNY; =92)

fo (B28) (Y £ ) A (N Y5 £ 2)

que se puede utilizar en la evaluacién de expresiones similares “alrededor

del doble de estudiantes que de profesores estan en la fiesta”.
= Cuantificadores cardinales de segundo tipo.

e A partir de un nimero borroso absoluto fn :7Z — I:

Qg%,card_comp_(l’(l’l)) (Y1,Y5,Y3) = fn (|Y1 NYs| — |Y1 NYs))

que se puede utilizar, por ejemplo, para evaluar expresiones del tipo “al-
rededor de diez estudiantes mas estan en el lago que en la fiesta”.
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e A partir de un nimero borroso proporcional fn: Rt U {oc} — I

!
QE1,13,card_prop_(1,(1,1)) (}/17 }/27 }/3)

n ('Ym') (YiNYs# @) A (YiNY; £ ©)

|Y1NY3|
= fn(oo)  MiNYa#@)A(YiNY; =2)
fn(1) YinYo=2)A(Y1NY; =09)

que se puede utilizar en la evaluacién de la expresiones similares “alrede-
dor del doble de estudiantes estan en el lago que en la fiesta”.

Nétese que si @ (Y1, Ys,Y3) es comparativo cardinal de primer tipo entonces
Q (Y1, Ys,Y3) 73 es comparativo cardinal de segundo tipo. Ademads, los cuantifica-
dores semi-borrosos comparativos ternarios de primer y segundo tipo se pueden
reducir a cuantificadores comparativos binarios®. Por ejemplo,

C'«)g,LS,card_cmer_((1,1),1) (3/17 )/27 Yé) = 62g}zcard_comp (Yl NYs,Yin Yé)

La siguiente definiciéon engloba los cuantificadores necesarios para evaluar expre-
siones similares a “la proporcion de mujeres que estdn caminando es alrededor del
doble de la proporcion de hombres que estan caminado”. La definicién es muy general
y puede englobar cuantificadores muy diversos. El interés principal de la definicién
se debe a que engloba expresiones similares a la mencionada.

Definicion 106 Diremos que un cuantificador semi-borroso cuantitativo ternario
Q : 77(E)3 — I sobre un conjunto base finito F # & es comparativo general si
Q (Y1,Y2,Y3) depende de las cardinalidades |Y1|,|Y1 N Ys|, |Ya|, Yo N Y3|; es decir,

existe una funcion q : {0,..., |E|}* — 1 tal que
Q (Y1, Y2, Y3) = q (V1| [Ya N Y3[, [Ya], [Ya N Y3])

para Y1,Ys, Yz € P(E).

8Pese al comportamiento excelente de los modelos de cuantificacién recogidos en este trabajo en
el caso borroso normalmente no estd garantizada la validez de esta transformacién. En particular,
los modelos F! y F4 violan la misma. De igual manera, por lo menos el modelo M, definido
en [47, pdg. 197] y analizado en la seccién 1.5.7, también la viola, por lo que los axiomas de los
DFSs no garantizan el cumplimiento de esta transformacién en el caso borroso.
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El caso maés interesante de este grupo se presenta a continuacién en notacién
parametrizada. Lo denominaremos cuantificador comparativo ternario sobre propor-

cl0nes:

Sea RT U {oo} — I un ntimero borroso. Definimos:

fnw

QE,S,comp_on_prop_((1,1),1) (3/17 Yé’ )/3>

(v e [0,1]  indefinicién de |Y|IQ|Y3| 6 |Y|2;:|/3|

[Y1NY3]
V1] [YonYs|
(=) - 70
fn(c0) monsl o o Dol —
|Y10Y3| _ |Y20Y3| _
\ fn (1) il OA Y2 0

9 que se puede utilizar para evaluar sentencias como “la proporcion de mujeres
que estan caminando es alrededor del doble de la proporcion de hombres que estan

caminando” .10

Se podria pensar en realizar una definicién analoga a la definicién 106 para
evaluar sentencias del tipo “la proporcion de mujeres que estin caminando es el
doble de la proporcion de mujeres que estdn corriendo”, pero nétese que

[YiNYs|

w [YinY
[YinYs|

|1Y1|3 |Yle3|

con lo que estariamos en la situacién de cuantificadores ternarios comparativos car-

dinales de segundo tipo.

En la tabla 4.6 se muestran las posibilidades para definir cuantificadores ternarios

que hemos considerado.

9Los casos “problematicos” de la definicién son aquellos en los cuales una de las proporciones
J%[ o} j%[ estan indefinidas, en los cuales asignamos al resultado de la expresiéon un valor
v arbitrario. El significado de la expresién “la proporcion de mujeres que estdn caminando es
alrededor del doble de la proporcion de hombres que estdn caminando” es bastante confuso en caso

de que, por ejemplo, el universo de discurso no contenga mujeres.
10T,a definicién de cuantificador comparativo ternario general es muy amplia. La razén por la que

se presenta de esta manera en vez de plantear iinicamente el caso particular de los cuantificadores
comparativos ternarios sobre proporciones es debido a que hemos querido mantener las definiciones
de los cuantificadores semi-borrosos homogéneas, definiendo estos siempre como funciones de las
cardinalidades de las combinaciones booleanas de los conjuntos argumento.
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Definicién de cuantificadores ternarios comparativos

Cuantificador semi-borroso

Ejemplo

Comp. cardinal de 1°"tipo

QE ,3,card_comp_{(1,1),1) (Y1Y27Y3)
= fn(|Y1NYs|—|YanYs))

“alrededor de diez estu-

sores estan en la fiesta”

Comp. cardinal de 2° tipo

QE 3,card_comp-(1, (1,1>>(Y17Y27Y3)
=fn(|YiNY2|—|Y1NY3])

“alrededor de diez estu-
diantes mas estan en el

lago que en la fiesta”

Comp. cardinal proporcional de 1°"tipo

QE ,3,card_prop_({1,1),1) (Y17Y27Y3)

fn(|ylﬁy3l) (YiNY3#2)A(YaNY3#L)

[Y2n
- fn(o0) (Y1NY3#£Q)A(YaNY3=2)
fn(1) (Y1NY3=@)A(YaNY3=2)

“alrededor del doble de
estudiantes que de profe-

sores estén en la fiesta”

Comp. cardinal proporcional de 2° tipo

QE ,3,card_prop-(1,(1,1)) (Y17Y27Y3)

fn(lYmYzI) (Y1NYa#@)A(Y1NY3#£Q)

Yo
- fn(c0) (Y1NY2£@)A(Y1NY3=2)
fn(1) (YlﬂYQZQ)A(YlﬂY;g:@)

“alrededor del doble de
estudiantes estan en el

lago que en la fiesta”

Comp. sobre proporciones

fnv
QE,B,comp_on_prop_((l,D,1)(Y17Y27Y3)
’UG[O 1] indefinicién de |Y;NY3| o |[YoNnYj| « ., .
’ i e la proporcion de estudiantes
; IYllQlllfal Ilegil/sl £0 caminando es el doble de
nN\| ~-av .
= 'lflz;‘_’lf?:_' la de profesores caminando”
2
fn(o0) |Y|1£1|’3| £OA |Y2m|’3| —0
fn(1) [Y10Y3] _ o, [Y20Y3]
il vl =0

Tabla 4.6: Definiciéon de cuantificadores ternarios comparativos
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4.4.2. Cuantificador semi-borroso ternario de excepcion

Consideramos ahora el caso particular del cuantificador semi-borroso ternario de
excepcion:

Definicién 107 El cuantificador semi-borroso ternario todos_excep : P (E)* — 1,
E # @ de excepcion se define como

todos_excep (Y1, Y, Y3) = { 0 MN-Y#Nn
1 YinY;=Y1NY,

Este cuantificador se puede utilizar para evaluar sentencias similares a “todos los
estudiantes excepto los espanoles estdn en la fiesta”. De esta manera, la expresién
anterior es cierta si el conjunto de estudiantes que no estdn en la fiesta es el mismo
que el conjunto de estudiantes que son espaiioles!!.

Nétese que todos_excep : P (E)* — I es un cuantificador cuantitativo pues se
puede redefinir en funcién del cuantificador eq : P (E)* — I (véase la expresion 4.2)
que también lo es:

todos_excep (Y7, Ya, Y3)

0 : YINaYs#£YNYs,
1 : Y1ﬂ—|Y3=Y10Y2

= eq (Yl N _'Y},, Yl N Yz)

0 (in=Ys) N (YN Ya)] £ (YN —Ys) U (YN YY)
1 (YN N (Y NYs)| = [(YiN=Ys) U (Y N Yyl

:{o - YN YNaYa| # (YN 2Ya) U (YN YY)

Y
Y

1 [YiNYaN=Ys] = [(YiN=Ys) U (YN Yy

M Otra posibilidad para definir este cuantificador es:

0 : Yiﬁ—'YQg_YP,

todos_excep(Yl,Yg,Yg):{ 1 - Vin-YcV
HER SHA ) CRED €1

)0 g (YaUYs)
o 1 : Ylg(YQUY3)

Parafraseando, los estudiantes o son espanoles o estan en la fiesta. Mientras la primera interpreta-
cién asume que ningun estudiante espaiol estd en la fiesta, esta interpretaciéon permite que haya
algtin estudiante espanol en la fiesta.
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4.5. Cuantificadores semi-borrosos cuaternarios

Los cuantificadores cuaternarios [86] que vamos a considerar son muy parecidos
a los cuantificadores ternarios comparativos definidos en la seccion previa. Algunos
ejemplos de expresiones que involucran cuantificacién cuaternaria son: “mds estu-
diantes han venido a la fiesta que profesores han ido al lago” (propiedades “ser
estudiante”, “estar en la fiesta”, “ser profesor” y “estar en el lago”), “hay mds del
doble de estudiantes en la fiesta que de profesores en el lago”, “hay proporcional-

mente alrededor del doble de estudiantes en la fiesta que de profesores en el lago”.

Definicion 108 Diremos que un cuantificador semi-borroso cuantitativo cuaterna-
rio @ : P(E)4 — I sobre un conjunto base finito & # & es comparativo sobre el
cardinal si Q (Y1,Y3,Ys,Y)) sélo depende de las cardinalidades |Y1 NYs|,|YsNYy;
es decir, existe una funcion q : {0,...,|E|}*> — I tal que

Q (Y17Y27)/37)/4) = CI(|Y1 N }/2| ’ |)/3 N )/ZLD
para Y17Y27)/37)/4 ePpP (E)

En la notacién parametrizada consideramos las siguientes posibilidades para de-
finir cuantificadores semi-borrosos comparativos cuaternarios:

= A partir de un ntimero borroso absoluto fn:7Z — I:

fn (Y1, Y5, Y5, Y3) = fn(|YiNYs| — [YsNYy))

E.,4,card_comp

que se puede utilizar, por ejemplo, para evaluar expresiones del tipo “alrededor
de 10 estudiantes mds estan en la fiesta que profesores estan en el lago”.

» A partir de un ntimero borroso proporcional fn: RT U {co} — I
) tnvize
Qg’?&card.prop (}/17}/27}/37}/4) = fn (OO) (Yl N }/2 7é @) A (Yg N }/4 = @)

fn(1) YinYo=2)A(Y3NY;, =9)

que se puede utilizar en la evaluacion de la expresiones similares “alrededor del
doble 0o mads de estudiantes estdn en la fiesta que profesores estin en el lago”.
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De igual manera que en el caso ternario realizamos la definiciéon de la clase de
cuantificadores comparativos generales:

Definicién 109 Diremos que un cuantificador semi-borroso cuantitativo cuaterna-
rio Q : P (E)4 — I sobre un conjunto base finito E # & es comparativo general si
Q (Y1,Y2,Y3,Y)) solo depende de las cardinalidades |Y1|, Y1 N Ya|, |Ys],|Ys N Yal; es
decir, existe una funcion q : {0, ..., |E|}" — 1 tal que

Q(Y1,Y2, Y3, Yy) = q (V1] [YiNYal, V3], [Y3 N Y4])
para Yia Y—27 }/})7 Y4 eP (E>
El caso més interesante es el de cuantificadores comparativos cuaternarios sobre

proporciones. Sea fn : RTU{oc} — I un nimero borroso. En notacién parametrizada
realizamos la siguiente definicion:

p ) .. YinYs| . |¥anY,
ve0,1]  indefinicién de 2122l ¢ Y304l
! Y1 [Y3]
|Y1NYs|
P fn I Y11 I |Y3NYy| 7& 0
n,v Ya3NYy Y-
CQE'Zlcom _on_pro (Yl? Y27 YE’H Y4> = V3] Y]
eomp-on-prop [YinYa| [YanYa|
fn(o0) v 7 0Ny =0
|Y1ﬂY2| o |Y3ﬂY4| o
[ /(D) mr = 0A Sy =0

Desde el punto de vista lingiiistico, los cuantificadores cuaternarios se suelen
asociar a sentencias del tipo ({(1,1),(1,1)) (dos frases nominales y dos predicado).

En la tabla 4.7 se muestran las posibilidades para definir cuantificadores cuater-
narios comparativos que hemos considerado.

4.6. Sentencias con cuantificaciéon anidada

En este apartado se muestra como se pueden evaluar sentencias en las que apare-
cen cuantificadores anidados. Algunos ejemplos de sentencias en las que aparece este
tipo de cuantificacion son: “existe un hombre al que le gustan todas las mujeres”, “a
cast todos los hombres le gustan casi todas las mujeres”, y “a casi todos los hombres
le gustan mds mujeres rubias que morenas”. La metodologia que se propone es una

simplificacién de la que hemos planteado en [24].
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Definicién de cuantificadores cuaternarios comparativos

Cuantificador semi-borroso Ejemplo

. “alrededor de diez estudian-
Comp. cardinal
tes mas estdn en la fiesta que
QL (Y1Y2,Y3,Ya)=Fn(|Y1NYa|—|Y3NYa4])

E,4,card_comp

profesores estdan en el lago”

Comp. cardinal proporcional

QL4 prop-comp(Y1:Y2,Y3,Ya) “alrededor del doble o mas de
fn(lgggl) Y3NY3#£D estudiantes estédn en la fiesta
= (o) (YD) (Yo Vam?) que profesores estan en el lago”
fn(1) (YiNYo=@2)A(Y3NY1=92)

Comp. sobre proporciones

fn,v
QE,4,on_prop_comp(Y17Y27Y37Y4)
ve[0,1 indefinicién de |Y1NY3| & |YgNYy| « .z . .
[0.1] e s la proporcién de mujeres que estan
IYlllezl |Y?n)|/4|7£0 caminando es el doble de la propor-
Yy Y3
n TVanYal e 7’ .
D '—Y?;‘TTAL' cién de hombres que estdn corriendo”
fn(o0) [Y1NYa| [Y3nYy| _
T 70N Ty 0
fn(l) [Y10Ya| o, 1Y30Yy|
il —ONvar 0

Tabla 4.7: Definicién de cuantificadores cuaternarios
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A algunos hombres le gustan todas las mujeres P,

9,
A

DP
Det, Noun / \

Det, Noun

£unos hombres le gustan todas las mujeres

Aa

Figura 4.1: Analisis sintdctico de la sentencia “a algunos hombres le gustan todas las

mujeres”.

En la figura 4.1 se muestra el andlisis sintactico de la sentencia “a algunos hom-
bres le gustan todas las mujeres”. En la misma “le gusta” es un predicado binario
(le_gustac P (E?)) que se combina con la frase nominal “todas las mujeres” para
formar el predicado unario “le gustan todas las mujeres”. La denotacion de “le gus-
tan todas las mujeres” es el predicado unario (o conjunto) de hombres a los cuales

le gustan todas las mujeres.

Para evaluar sentencias en las que aparece cuantificacion anidada es necesario
plantear alguna manera de combinar los cuantificadores no sélo con predicados una-
rios, sino también con relaciones. Las definiciones que se plantean en este apartado
permiten realizar esta tarea. Para mantener la notacién comprensible sélo vamos a
permitir la aplicacién de los cuantificadores a la tltima dimensién de las relaciones'?.
En el caso general la operativa que proponemos deberia de estar incluida dentro de
algin tipo de algebra relacional borrosa, de obvia aplicaciéon en el campo de bases

de datos borrosas [11-14].

Definicién 110 Sea r > 0, R € P (E™) una relacién borrosa (r + 1)-aria sobre
E yx = {(r,...,7,) una r-tupla de elementos de E (x nitida). Denotaremos por

xR el conjunto borroso sobre E definido como

/J’:ER((Z) =NR(<331=~~~7$T=€>>=€€ E

12E] planteamiento realizado en [24] es algo més general pero conceptualmente idéntico.
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Ejemplo 45 Consideremos la relacion borrosa “le_gusta”, definida como sigue:

0,8/ (Juan,Maria), 1/ (Juan,Eva), 0,5/ (Sonia, Roberto) ,
1/ (Sonia, Juan) , 0,2/ (Juan,Sonia)

le_gusta = {

Entonces,

M {(Juan)le_gusta (Mam'a,) = Hie_gusta ((Juan, Mam’a)) =08
K Juan)le_gusta (Eva) = Hle_gusta <<Juan7 Eva>) =1

M Juan)le_gusta (Sonla) = Hie_gusta ((Juan, SO’/ZZG,>) = 072

Y ast,

(Juan) le_gusta = {0,8/ Maria, 1/ Fva, 0,2/ Sonia}

Definicién 111 Sea (z,...,z,) € E", R € P(E™) una relacién (r + 1)-aria
nitida. Definimos el operador sobre tuplas %q : E™ x P (E™) — T dependiente
del cuantificador semi-borroso Q : P (FE) — 1, y que utilizaremos en notacidn infija

como

(X1, .. xr) NogR=Q ((x1,...,2,) R)

De esta manera asignamos un valor de verdad a las tuplas (zy,...,z,) de R en
funcion del cumplimiento del cuantificador () sobre los elementos que se relacionan
con {(x1,...,x,). Notese la utilidad de la definicién 111 para la ampliacién de los

cuantificadores existe y todos de SQL [14] a cuantificadores arbitrarios.

Ejemplo 46 Seca

hombres = { Juan,Roberto ,Pedro}
mugeres = { Maria, Eva,Sonia, Elisa }

(Juan,Maria) , (Juan,Eva) , (Sonia, Roberto) , }

(Roberto,Sonia) , (Sonia, Juan) , (Juan,Sonia)

le_gusta = {

y el cuantificador semi-borroso

CasiTodasLasMugjeres (Y) = CasiTodos (mugeres) (Y)

_g Y N mujeres|
— 051 |mugeres|
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13 entonces,

(Juan) % casiTodasLasMujeresle_gusta = CasiTodasLasMugjeres ((Juan) le_gusta)

= CasiTodasLasMujeres ({ Maria, Eva,Sonia})
3
= So0,5,1 <Z) =05
con lo que “a Juan le gustan casi todas las mujeres” tiene un valor de verdad 0,5, y

<R0 berto) % CasiTodasLasMugjeres le—guSta

1
= CasiTodasLasMugeres ({Sonia}) = Sos1 (Z) =0

<P6d7’0> %CasiTodasLasMujeres le—g'U'Sta
= CasiTodasLasMugjeres (&) = Sy51(0) =0

La siguiente definicién extiende el operador anterior a conjuntos.

Definicién 112 Sea R € P (E™) una relacién (r + 1)-aria nitida, y Q : P (E) —
I un cuantificador semi-borroso unario. El operador de conjuntos %g : P (E™) —
P (E") dependiente del cuantificador semi-borroso @ : P (E) — I se define como:

,LL%Q(R) (<£l§1, Ce ,$r>) = <331, Ce ,$r> %QR
=Q ({xy1,...,2,) R)

donde (x1,...,x,) € E".

Ejemplo 47 Para el ejemplo previo tenemos
T usitotastasniujores 1E-gUuSta) = {0,5/ Juan, 0/ Roberto, 0/ Pedro}

1€y T pasitodastashiujeres (VE-GUST@) es el conjunto de individuos a los cuales le gustan
cast todas las mujeres.

13Se supone que el cuantificador semi-borroso CasiTodasLasMujeres:P (E) — I est4 construi-
do a partir del cuantificador semi-borroso CasiTodos:P (E)2 — I definido como

) S <|Y10Y2|) Y &
CasiTodos (Y1,Y3) = Q%’;;mp (Y1,Y2) = { 0,5,1 \ v 17
" 1 Yi=0

Nétese la utilizacién de la notacién lingiiistica explicada en 1.2.
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La definicion analoga para cuantificadores borrosos es:

Definicién 113 Sea (z1,...,z,) € E", R € P (E™) una relacién borrosa (r + 1)-
aria. Definimos el operador sobre tuplas %@ : E" x P(E™1) — I dependiente del
cuantificador borroso Q : P (E) — 1, y que utilizaremos en notacion infija como

(@1,....2) %ogR=Q((z1,...,2) R)
Y la extension del operador anterior a conjuntos:

Definicién 114 Sea R € P (E™) una relacién borrosa (r + 1)-aria, y Q : P (E) —

I un cuantificador borroso unario. El operador de conjuntos %g = P (E™') —
P (E") dependiente del cuantificador borroso @ : P (E) — I se define como:

s, (@) = (@) TghR
=Q((z1,...,7,) R)

donde (x1,...,x,) € E".

Llegado este punto vamos a reconsiderar las sentencias que se plantearon al
principio del apartado:

“Existe un hombre al que le gustan todas las mujeres”.
“A casi todos los hombres le gustan casi todas las mujeres”.

“A casi todos los hombres le gustan mas mujeres rubias que morenas”.

Nétese que para la relacién binaria le_gustac P (E?) tenemos
%Todas(mujeres) (le—gUSta) € ,ﬁ (E>
%CasiTodas(mujeres) (le—gU-Sta) € 75 <E>

%mas...que(mujeres_rubias,mujeres_morenas) (le—guSta) eP (E)

Y asi es facil plantear la evaluacién de las sentencias anteriores:

algun (hombres) (%Todas(mujeres) (le-gusta))
CasiTodos (hombres) (‘%Casir_podas(mujeres) (le_gusta)>

CasiTodos (hombres) ((%mas...que(mujeres_rubias,mujeres_morenas) (le—gU-Sta)>
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Restriccion temporal

“los dltimos dos minutos™ ,

sefal borrosa
de temperaturas

-210s -180s -150s-120s -90s -60s -30s Os

\ 4

Figura 4.2: Representacién de la senal borrosa “temperaturas altas” y de la restriccion

temporal borrosa “los ultimos dos minutos”.

4.7. Aplicacion de la clasificacion de cuantificado-

res en el dominio temporal

En esta seccién vamos a mostrar como se pueden adaptar los cuantificadores
semi-borrosos que hemos planteado en este capitulo para realizar razonamientos
lingiiisticos en el dominio temporal, para la evaluacién de distintos tipos de pro-
posiciones temporales borrosas [15]. Una proposicién temporal borrosa describe la
ocurrencia de un evento dentro de una ventana o marco temporal. Consideremos,
por ejemplo, la proposiciéon temporal borrosa “la mayoria de los valores de tempe-
ratura han sido altos en los Wltimos dos minutos”. En dicha expresion “la mayoria”
representa claramente un cuantificador; “los wultimos dos minutos” representan una
referencia temporal que en este caso se puede representar mediante un nimero bo-
rroso definido sobre el dominio del tiempo; v “los wvalores de temperatura altos”
representan la aplicacion de la etiqueta borrosa “temperatura alta”, a modo de filtro
borroso, a un registro histérico de temperaturas. En la figura 4.2 representamos una
posible senal borrosa de “temperatura altas” y el ntimero borroso “los wultimos dos

minutos”.

El objetivo de la evaluacion de este tipo de expresiones es resumir el cumplimiento
de las mismas en un grado de verdad, basandose en los histéricos de valores de senal,
las relaciones entre las mismas, expresadas por medio de operadores temporales
( “hace 5 minutos”) u operadores espaciales ( “media de las temperaturas altas”), y
la referencia temporal, que restringe el cumplimiento del evento.
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En los siguientes apartados mostraremos como se pueden utilizar distintos ti-
pos de cuantificadores semi-borrosos para modelar distintos tipos de proposiciones
cuantificadas borrosas. Nuestro objetivo es demostrar que la clasificaciéon que hemos
desarrollado a lo largo de este capitulo es de aplicacion inmediata en este dominio,
al permitirnos identificar algunos tipos de proposiciones temporales borrosas que no
habfan sido tratadas en [15]. En su desarrollo, nos limitaremos a aquellos tipos de
proposiciones temporales borrosas en las que interviene cuantificacion, sin conside-
rar en ningin momento la aplicacion de operadores temporales o espaciales sobre
las seniales. En [15] se tratan en detalle este tipo de operadores.

Representaremos por Ty (t),T5 (t) las referencias temporales, modeladas me-
diante ntimeros borrosos definidos sobre el dominio del tiempo; y por Sy (t), S (t)
“senales borrosas”, como puede ser “temperaturas altas”. El calculo de estas senales
a partir de los historicos de temperaturas se realiza mediante la aplicacion de una
operacién de filtrado borroso (i.e., aplicacién de una etiqueta borrosa) sobre la senal
para obtener una “sefial borrosa” con valores de pertenencia en el intervalo [0, 1].
En el caso de cuantificadores semi-borrosos es necesario suponer que el proceso de
filtrado es nitido. De esta manera el resultado de la aplicaciéon del filtro pertenece

al conjunto de valores de verdad nitidos {0, 1}.

Aunque es un tema que no vamos a abordar en esta memoria, los algoritmos
para la evaluacién de QFMs pueden ser excesivamente lentos para trabajar en el
dominio temporal cuando se plantea su utilizacion en aplicaciones en tiempo real.
Notese que el trabajo en tiempo real puede involucrar facilmente ventanas de tiempo
de varios miles de puntos. En [30] hemos planteado una aproximacién muy eficiente
del algoritmo del QFM F! especialmente adaptada a este dominio. Las ideas que se
describen en este trabajo se pueden utilizar, de una manera sencilla, para plantear

aproximaciones similares para el QFM FMP,

4.7.1. Cuantificacién proporcional en el dominio temporal

La utilizacién de cuantificacion proporcional para el razonamiento lingiiistico en
el dominio temporal ya ha sido planteada en [15-18]. Por su parte, en [73,74] se
muestra la aplicacion en robdtica movil de este tipo de expresiones.

Presentamos a continuacion algunas expresiones que se pueden modelar mediante

la utilizacion de cuantificadores proporcionales:
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“Todos los valores de temperatura del tltimo mes fueron altos”.

“Alrededor del 80 % o més de los valores de temperatura del tltimo mes

fueron altos”.
“La temperatura ha sido alta en el ultimo mes”.

“La mayoria de los valores de presion alta estan asociados a valores de
temperatura alta o media en los ultimos minutos”.

“La distancia a la pared izquierda ha sido demasiado pequena en los

ultimos segundos”.

“Los valores de velocidad han sido excesivamente altos en todos los mo-

mentos en los que la lluvia ha sido intensa en las tltimas dos horas”.

Las expresiones en las que interviene una tnica senial se pueden modelar utili-
zando cuantificadores proporcionales similares a los planteados en la seccion 4.3.1.
Estas expresiones encajan en el patréon “Q) T son S”. Por ejemplo, para modelar la
expresion  “alrededor del 80 % de los valores de temperatura del ultimo mes fueron
altos” podemos utilizar el siguiente cuantificador proporcional:

50,6,0,8 (%) T # 2

Q(T’S):{ vell] T=o

donde T'(t) representa la restriccién temporal “el dltimo mes”, S (t) la senal de
temperaturas altas (al estar en el caso semi-borroso hay que suponer que el filtro
aplicado a la sefial es nitido), y Sp 6.0 () se utiliza para modelar “alrededor del 80 %
o mds”. Para construir el cuantificador borroso asociado a () es suficiente aplicar
un QFM F adecuado. Nétese que F (@) admite que la restriccién temporal T y la
senal S sean borrosas.

Notese que el ejemplo “la distancia a la pared izquierda ha sido demasiado pe-
quena en los ultimos sequndos” también encaja en el patrén anterior puesto que su
significado en este contexto coincide con “en alguno de los instantes de tiempo de
los wltimos sequndos la distancia a la pared izquierda ha sido demasiado pequena”.

Para modelar las expresiones en las que intervienen dos senales borrosas (i.e.,
“alrededor del 80 % o mds de los valores de presion alta estdn asociados a valores de
temperatura alta o media en los ultimos minutos”) utilizaremos una variante ternaria
de los cuantificadores proporcionales. Estas expresiones encajan en el patrén “Q T
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y 51 son S5”. Se pueden modelar utilizando cuantificadores proporcionales ternarios

del siguiente tipo:

|TﬁSll
v e [0,1] TNS =9

ITNS1NSs|
Q(T,Sl,52)={ fn(—) TNS, +

donde fn :[0,1] — I es un nimero borroso proporcional. Por ejemplo, para modelar
la expresion “alrededor del 80 % o mds de los valores de presidn alta estdn asociados
a valores de temperatura alta o media en los ultimos minutos” podemos utilizar el

cuantificador semi-borroso:

[TnS10Ss|
Q(T,Sy,5,) = S0,6,0,8 ( 708 | ) TNS #@

donde T (t) es la restriccién temporal “en los ultimos minutos”, Sy (t) representa
la senal “presion alta”, y So (t) la senal “temperatura alta o media”. Nétese que
estamos reinterpretando la sentencia anterior como “alrededor del 80 % o mds de los
istantes de tiempo de los ultimos minutos en los que la presion es alta se asocian

a temperaturas altas o medias”.

4.7.2. Cuantificacién comparativa en el dominio temporal

La cuantificacion comparativa también presenta bastante interés para el razona-
miento temporal. Presentamos a continuaciéon una serie de ejemplos que se pueden
modelar mediante este tipo de cuantificacion:

“Hay alrededor del doble de dias de lluvia intensa que de frio moderado

en diciembre”.

“Hay alrededor de cinco dias de lluvia intensa més que de frio moderado

en diciembre”.

“Hay alrededor del doble de dias de lluvia intensa en febrero que en

diciembre”.

“Hay alrededor de cinco dias de lluvia intensa mas en febrero que de frio

moderado en enero”.

“Hay alrededor del doble de valores de presion alta en la tltima media

hora que en la media hora anterior”.
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“Los valores de velocidad excesiva en la tiltima hora son el doble de los

de la hora anterior”.

En general, la modificaciéon de los cuantificadores semi-borrosos comparativos que
hemos visto en este capitulo para incluir el dominio temporal es bastante sencilla. Por
ejemplo, para modelar la sentencia “hay alrededor del doble de dias de lluvia intensa
que de frio moderado en diciembre” podemos utilizar el siguiente cuantificador semi-

borroso:

Ti223 (}g;ﬂﬂ) SeNT # @
0 SoNT =g

donde T (t) representa la restriccién temporal “en diciembre”, S (t) los dias de lluvia

Q (T7 Sla S?) = {

intensa, Sy (t) los dias de frio moderado, y T} 223 es un ntmero borroso trapezoidal

que se utiliza para modelar “alrededor del doble”.

4.7.3. Cuantificadores de similaridad en el dominio tempo-

ral

Los cuantificadores de similaridad también permiten modelar algunas expresiones
muy interesantes cuando la cuantificacion se aplica sobre una referencia temporal.

Consideremos los siguientes ejemplos:

“La correlacion entre los dias de lluvia intensa y de frio moderado es alta

en enero”.

“La correlacion entre las presiones peligrosamente altas en los tltimos
cinco minutos y las temperaturas altas en los cinco minutos anteriores

ha sido muy alta”.

“En los tltimos anos los valores altos del indice bursatil han estado muy

correlacionados con los valores bajos del IPC”.

“El primer robot se mueve cerca de la zona defensiva siempre que el

segundo robot se mueve cerca de la zona de ataque”.

El modelado de este tipo de expresiones se plantea facilmente a partir de los
cuantificadores de similaridad definidos en la seccién 4.3.3. Por ejemplo, para mo-
delar la expresién “la correlacion entre los dias de lluvia intensa y de frio moderado
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es alta en enero” podemos utilizar el siguiente cuantificador semi-borroso:

0T, 1. 5) S0.6.0.8 (%) (S$iNT)U(SNT) # @
1 (5 NT)U(SNT) =@

donde T (t)representa la restriccion temporal “en enero”, S; (t) los dias de lluvia
intensa, S, (t) los dias de frio moderado, y la funcién Spgos (z) se utiliza para

. . |S1ﬂSQﬂT|
modelar el cuantificador, graduando el cociente BT OGN

4.8. Algunos casos no considerados en la clasifi-

cacion

En la clasificacion que se ha planteado no hemos incluido ningiin cuantificador
no cuantitativo. Un cuantificador no cuantitativo de especial interés que ya ha sido
presentado en esta memoria es el cuantificador de proyeccién (véase la expresion
1.7). También son ejemplos de cuantificadores no cuantitativos, los cuantificadores

asociados a los nombres propios:

0 {Juan} ¢Y

Juan (¥) = { 1 {Juan} €Y

que nos permiten evaluar expresiones del tipo “Juan es estudiante”:

Noétese que expresiones similares a “Juan, Javier y Maria son estudiantes” tam-
bién tienen que ser manejadas mediante cuantificacién no cuantitativa. Ademads, la
restriccion adjetival (explicada en la seccion 1.4.1) origina en general cuantificadores

no cuantitativos.

Tampoco hemos considerado cuantificadores asociados a determinantes definidos
(articulos o demostrativos) como por ejemplo (véase [47, pag. 61]):

Yi[=1AY; CY,
en otro caso

1
el (Yl,Yz) = { 0

: C
lOS(Y17Y2):{1 Mil>1AYcY,

en otro caso
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Otro punto importante es que no se han considerado cuantificadores semi-borrosos
definidos sobre dominios continuos. Consideremos por ejemplo el cuantificador semi-
borroso alMenosEI80 %DeLos: P (R)* — I

Sosa (25552) © A1) £0
alMenosEI80 %DeLos (Y7, Ys) = 081\ am) () 7
1 s A(Y) =0
donde por A : P(R) — I denotamos la medida de Lebesgue. De esta manera el
cuantificador anterior generaliza los cuantificadores proporcionales al caso continuo.

El cuantificador alMenosEI80 %DeLos: P (R)” — I es de interés en la evalua-
cion de expresiones temporales similares a las planteadas en el apartado anterior
(e.g. “al menos en el 80 % del tiempo en el que la presidn es excesiva la temperatura
es demasiado alta”) cuando suponemos que los registros de las sefiales se manejan

de manera continua.

Este tipo de cuantificadores semi-borrosos son muy interesantes para muchas
aplicaciones. La generalizacion de muchos de los cuantificadores semi-borrosos de la
clasificacion al caso continuo (entendiendo también otras situaciones como cuanti-
ficadores definidos sobre espacios de varias dimensiones P (R?) o P (R?)) no parece
demasiado dificil, pero en el desarrollo de esta memoria no han sido objeto de es-
tudio. El anédlisis de las caracteristicas que debe cumplir un QFM para manejar de

manera adecuada conjuntos continuos es un problema abierto.

Para finalizar, tampoco hemos considerado el caso de “cuantificacion enraiza-

da”™* que se asocia a expresiones del siguiente tipo:

“La mayoria de los jovenes y muchos de los viejos se respetan los unos

a los otros”

“La mayoria de los chicos y la mayoria de las chicas se han citado alguna

vez”

“Todos los hombres bailaron con todas las mujeres excepto Juan con

Maria”

“Todos los estudiantes respondieron distintas preguntas”

M “hranching quantification” en inglés.
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Notese que la cuantificacion enraizada es distinta de la cuantificacién anidada
explicada en el apartado 4.6. Una expresién con cuantificaciéon anidada (e.g. “a mu-
chos hombres les gustan todas las mugjeres”) se resuelve por aplicaciéon sucesiva de
los cuantificadores a la relacién, pero nunca aplicamos mas de un cuantificador de
cada vez. Esto es, primero combinamos la expresion cuantificada “todas las muje-
res” (cuya seméntica se modela por un cuantificados unario @ : P (E) — I) con
la relacién le gustan, para obtener de esta manera un conjunto al que ya le pode-
mos aplicar la expresién cuantificada “muchos hombres” (que también modelamos
mediante un cuantificador unario). En cambio, las expresiones con cuantificacién
enraizada no se pueden resolver por este procedimiento de aplicacién sucesiva de los
cuantificadores. En “la mayoria de los jovenes y muchos de los viejos se respetan
los unos a los otros” la relacion es bidireccional; esto es, indica si un par particular
(joven,viejo) se respeta mutuamente, por lo que la técnica para evaluar expresiones

con cuantificacién anidada no es valida.

En [24] indicamos que las expresiones con cuantificaciéon enraizada no habian sido
tratadas en la bibliografia sobre cuantificacién borrosa, pero no realizamos ningin
intento para plantear su evaluacién. Muy recientemente Glockner ha propuesto su
andlisis desde el punto de vista borroso [46]. En [47, seccién 12.7.] Glockner muestra
que la expresién “la mayoria de los jovenes y muchos de los viejos se respetan los
unos a los otros” se puede representar mediante el siguiente cuantificador-L semi-
borroso de tipo (1,1,2) (dos propiedades y una relacién binaria):

@ (jovenes, viejos, respetarse)

= sup {min (la_mayoria (jovenes, U) , muchos (viejos, V)) : U x V C R}

es decir, la expresion se cumple si existe un subconjunto U x V' C R de la relacion
“respetarse” tal que U contiene “la mayoria de los jovenes” v V. “muchos de los
viejos”.

Aunque este tipo de cuantificadores puedan parecer un mero ejercicio tedrico,
tienen mucha utilidad en la definicion de ciertas correlaciones complejas, tal como se
indica en [46, pag. 142] (e.g. “el consumo de muchos vegetales y muchos indicadores
de salud estdn fuertemente correlacionados”). La utilidad de estas expresiones en

ambitos como la mineria de datos es indudable.

En este capitulo hemos desarrollado una exhaustiva definicién y clasificacion de
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cuantificadores de indudable interés para las aplicaciones. Ademaés, hemos mostrado
como se pueden combinar los cuantificadores con relaciones para evaluar expresiones
con cuantificacion anidada. También hemos mostrado la aplicacién de la clasificacion
desarrollada en el dominio temporal, planteando la seméantica de algunas expresiones
que nos parecen de mucho interés en el ambito de las proposiciones temporales

borrosas.

La clasificacion de cuantificadores que hemos presentado es sin duda de aplicacion
en diversos dmbitos, tales como las bases de datos borrosas [13,14] o la recuperacién
de informacién [9,10]. Con respecto a la aplicacién particular en el dominio temporal
diremos que la clasificaciéon nos ha permitido, de una manera sencilla, reconocer
algunas expresiones que no habiamos considerado en otros trabajos previos

[15-18,73,74]. Creemos no equivocarnos al afirmar que este es uno de los campos

en los que la utilizacion de cuantificacién borrosa es mas prometedora.

El proximo capitulo es el méas aplicado de esta memoria. En el mismo vamos a
mostrar como se puede utilizar cuantificacion borrosa para extender la potencia de
los lenguajes de consulta de recuperacion de informacion. En este sentido no nos
hemos limitado a realizar una propuesta teorica, sino que hemos evaluado el rendi-
miento de la misma con experimentacion a gran escala con muy buenos resultados.
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Capitulo 5

Cuantificacion borrosa en

recuperacion de informacién

En este capitulo planteamos la utilizaciéon de cuantificacion borrosa en recu-
peracion de informacion (IR) para extender la potencia del lenguaje de consulta
subyacente al modelo booleano extendido [79] y en particular de los modelos borro-
sos [59,60,75,77]. Ademas, describimos cémo hemos utilizado esta propuesta para
abordar la tarea de IR bdsica, que consiste en la recuperacion de documentos en
una base de datos documental. Siguiendo la metodologia de evaluacién estandar en
el campo de IR, hemos contrastado el rendimiento de la misma contra las bases de
datos del TREC [88]! con buenos resultados.

ITREC es el acrénimo de Text REtrieval Conference. Las conferencias TREC, de cardcter
anual, son probablemente el foro de evaluaciéon més prestigioso en recuperacién de informacién y
actualmente contemplan multitud de tareas de IR.

Las bases de datos del TREC constituyen un cuasi-estandar para testar la eficacia de los sistemas
de recuperacién de IR. Particularmente, en nuestra experimentacién, hemos utilizado el corpus
Wall Street journal (WSJ) de la coleccién TREC, que contiene alrededor de 173.000 articulos de
noticias que abarcan un periodo de unos seis anos, y 50 consultas del TREC-3 (consultas #151-
#200). El tamano de estas bases de datos garantiza, en general, que los resultados obtenidos en la
experimentacién son significativos.

209
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5.1. Motivacion

La busqueda del modo de ampliar la potencia y expresividad de los lenguajes
de consulta ha sido una constante en el campo de IR. El modelo vectorial [2, pag.
27], que se detalla en el apartado 5.3.2, es sin duda el modelo mas conocido y
utilizado. Pero este modelo adolece de la poca expresividad que permite en la for-
mulacion de consultas, ya que sdlo es capaz de articular consultas planas en las que
todos los términos de la consulta se incorporan a un vector. Por este motivo se han
realizado distintas propuestas que intentan superar las limitaciones expresivas del
modelo vectorial [2]. Muchas de esta propuestas plantean la superacién del modelo
vectorial mediante la utilizacién de lenguajes de consulta basados en una sintaxis
booleana [59, 60, 75,77,79] a la que se asocian distintos tipos de operadores (e.g.
tnormas y tconormas en el caso particular del modelo borroso). Veremos que en
general estos modelos presentan el serio inconveniente de que las operaciones que
asocian a la sintaxis booleana no son adecuadas para IR [64], o bien sus capacidades
de agregacion de pesos son limitadas. El rendimiento de estos modelos es en general
inferior al rendimiento que se obtiene mediante la utilizacién del modelo vectorial y,
como consecuencia de ello, ninguna de estas propuestas se considera una alternativa
realista al modelo vectorial. Ademaés, algunos modelos borrosos nunca fueron imple-
mentados y evaluados empiricamente, por lo que su rendimiento en la recuperacion

de documentos se desconoce.

No obstante, la utilizacion de lenguajes de consulta mas expresivos es sin duda
un punto de interés primordial en IR. La causa del escaso éxito de los modelos
anteriores en la tarea de recuperacion de informacién se debe a que el planteamiento
del lenguaje en si no es suficiente para abordar esta tarea. Ademas del planteamiento
del lenguaje, se necesita acompanar su sintaxis de seméanticas que puedan garantizar
un alto rendimiento en la practica, de manera que estos modelos sean competitivos
con el modelo vectorial. Este es el punto en el que fallan los modelos mencionados
anteriormente. Por una parte plantean la realizaciéon de consultas complejas para
intentar mejorar los resultados de las buisquedas, pero por otra la seméntica que
asocian a la sintaxis booleana no es realmente competitiva con dicho modelo.

Debido a estas limitaciones, en esta memoria proponemos la extensién del mode-
lo borroso con cuantificadores borrosos. Esto nos permitird aumentar de una manera
muy sustancial la capacidad expresiva de los lenguajes de consulta al mismo tiempo
que mantenemos o incluso mejoramos el rendimiento del modelo vectorial en la tarea
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de recuperaciéon de informacion basica. De este modo conseguimos el objetivo no al-
canzado por otras propuestas previas, el planteamiento de lenguajes de consulta més
expresivos al mismo tiempo que garantizamos un alto rendimiento. Ademas, de esta
manera también demostramos la utilidad de las propuestas para la cuantificacion
borrosa que hemos realizado en los capitulos anteriores en un ambito de aplicacién
de interés practico indudable.

La utilizacion de cuantificacién borrosa para tareas relacionadas con la recupe-
racién de informacién ha sido propuesta en [9,10] y en [47, capitulo 11], [48,49].
En particular, los trabajos [9, 10], plantean el uso de cuantificacién borrosa para
ampliar la potencia de los lenguajes de consulta. Aunque el planteamiento realizado
en estos trabajos es muy interesante, las propuestas sufren el problema habitual
de las aproximaciones borrosas de limitarse al modelado tedrico sin que haya una
experimentacion siguiendo los estandares de evaluacién habituales en el campo.

Ademés, en [10] se plantea el modelado de expresiones cuantificadas mediante el
método de Yager propuesto en [93, pag. 190]. Aunque el método basado en OWA
es adecuado para el tratamiento de cuantificacion unaria, las propuestas de Yager
para el tratamiento de la cuantificacion binaria presentan problemas muy serios, tal
como se expuso en el apartado 1.5.2 . Y la cuantificacién binaria tiene mucho que

decir en el campo de IR, como veremos a lo largo de este capitulo.

Por su parte, en [47-49] se realiza un planteamiento muy interesante para uti-
lizar cuantificacién borrosa en sistemas de analisis y recuperacién de imagenes me-
tereologicas. Las propuestas realizadas en estos trabajos se alejan bastante de los
intereses de esta memoria, por lo que aconsejamos al lector la consulta de las mismas
para mas informacién.

En nuestro planteamiento proponemos la utilizaciéon de cuantificacion borrosa
para ampliar la potencia de los lenguajes de consulta, de una manera similar a la
propuesta realizada en [9,10]. No obstante, nuestra aproximacién es més podero-
sa. En este capitulo consideramos por primera vez la utilizacion de cuantificacion
binaria para la recuperacion de informacién en bases de datos documentales desde
un enfoque real, capaz de garantizar la validez de las propuestas. Con respecto a
este punto, es muy importante recalcar que la revision bibliografica realizada en esta
memoria ha demostrado que el problema de la cuantificaciéon binaria es en realidad
muy dificil, y que el comportamiento de la mayoria de las propuestas no es suficien-
temente adecuado para su utilizacién en aplicaciones practicas. Por este motivo, el
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problema de la utilizacion de cuantificaciéon borrosa en IR no se reduce tinicamente a
sugerir la utilizacion de algiin modelo, como se ha hecho en otras ocasiones, sino que
es necesario ademas, demostrar que este modelo tiene un comportamiento tedrico
solido, v a poder ser y tal como se realiza en esta memoria, comprobar también

experimentalmente que el rendimiento del mismo es adecuado.

El planteamiento que hemos realizado extiende de manera natural el modelo
borroso [59,60,75,77], que propone la superacién de las limitaciones expresivas del
modelo vectorial planteando la recuperacién de informacion mediante consultas boo-
leanas que se evaltian mediante operadores borrosos. No obstante, la recuperacion
de informacion basada en la evaluacion mediante operadores borrosos de consultas
booleanas no es suficiente para abordar el problema de recuperacion de la informa-
cion, ya que los operadores borrosos que se utilizan en estos modelos son en general
demasiado estrictos y conducen a resultados no intuitivos [64]. Al incorporar la
cuantificacion al modelo borroso superamos la rigidez de las consultas booleanas,
incrementando de una manera muy destacable su expresividad, al mismo tiempo

que mantenemos la operativa bésica de este modelo.

Asimismo, nos parece muy destacable que hemos realizado experimentacién a
gran escala de la aproximaciéon contra las bases de datos del TREC. La falta de
experimentacion de las propuestas borrosas es una de las principales criticas a las
aproximaciones borrosas y una de las razones por las que todavia se consideran, en
general, aportaciones menores dentro del campo de IR [2, pag. 38].

Los resultados, algunos de los cuales ya han sido presentados en algunos foros del
campo de IR [34,67], demuestran que la propuesta es muy interesante y que permite
obtener en ocasiones mejoras importantes con respecto a la aproximacién basada
en el modelo vectorial. En todo caso, la experimentacion que hemos llevado a cabo
por el momento no utiliza todavia toda la potencia real del lenguaje de consultas

basado en cuantificadores borrosos.

Ademas de presentar el modelo basado en cuantificaciéon borrosa y los resulta-
dos experimentales, en este capitulo también vamos a realizar una pequena revision
de algunos modelos de IR, que se relacionan con la propuesta basada en cuantifi-
cacién borrosa. El modelo vectorial [2, pdg. 27] tiene interés porque es el modelo
de referencia del ambito, y porque aparece como un caso particular de la aproxi-
macién que vamos a plantear cuando se utilizan los QFMs que hemos desarrollado
en esta memoria. El modelo booleano [2, seccién 2.5.2], el modelo booleano exten-
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dido [2, seccién 2.6.2], [79] y el modelo borroso [59, 60,75, 77] manejan todos ellos
una sintaxis booleana en las consultas, que es la base sobre la que superpondre-
mos nuestro lenguaje con cuantificadores. Entre los modelos booleanos extendidos
destaca el modelo p-norm [79], que presenta cierta similaridad con la cuantificacién
existencial y universal, pero que resulta bastante inferior a la aproximacién basada

en cuantificadores.

También realizaremos una pequena introduccién al campo de IR en la que es-
tableceremos los conceptos basicos del mismo, la arquitectura de un sistema de IR
tipico, y los criterios que se utilizan para evaluar su rendimiento.

La organizacion del capitulo es la siguiente. Primeramente daremos una pequena
explicacion acerca de la estructura de un sistema de IR. Seguidamente revisare-
mos el modelo vectorial, el modelo booleano y los modelos booleanos extendidos
(especialmente el modelo p-norm y el modelo borroso). En el siguiente apartado
formalizamos nuestra propuesta, definiendo la sintaxis de un lenguaje que incorpora
cuantificadores y mostrando como se pueden evaluar las expresiones de la sintaxis.
Finalizamos el apartado describiendo los experimentos que hemos realizado para
contrastar el rendimiento de la aproximacion.

5.2. Funcionamiento basico de los sistemas de re-

cuperacion de informacion

En este apartado vamos a describir, de manera concisa, el funcionamiento de un
sistema de IR. Para mas informacion aconsejamos al lector consultar la bibliografia
especifica del campo [2].

La tarea basica de IR consiste en “recuperar” el conjunto de documentos relevan-
tes a una necesidad de informacién de un usuario de entre el conjunto de documentos
almacenados en una base documental. Los usuarios tienen requerimientos de infor-
macién especificos y la labor del sistema es seleccionar los documentos de la base
documental que pueden ser de interés para la consulta del usuario.

Para poder acceder a las bases de documentos los sistemas de IR crean una indice
de éstas. La funcion basica del proceso de indexado es almacenar eficientemente la
informacion de la base documental. El proceso de indexado es un punto critico en
los sistemas de IR, ya que debe permitir un acceso eficiente al mismo tiempo que al-
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Figura 5.1: Descripcién de un sistema de IR.

macena suficiente informacion de los documentos para poder decidir adecuadamente

si son o no relevantes para las consultas.

Una vez los documentos han sido indexados, es necesario definir una funcion de
emparejamiento o de similaridad que nos permita comparar la representacion de los
documentos creada en el proceso de indexacién con las consultas de los usuarios.
Esta funcién de similaridad se utiliza para distinguir los documentos que el sistema

considera relevantes para la consulta.

Posteriormente, el sistema debe proporcionar alguna utilidad para mostrar los
documentos relevantes al usuario. Normalmente, aquellos documentos para los cuales

el grado de emparejamiento es mas alto se muestran antes al usuario.

En la figura 5.1 se puede ver una representacién grafica del proceso. A continua-
cion detallamos un poco maés las fases de indexacién y de emparejamiento:

» Indexacién (Indexing). La mayoria de los sistemas de IR utilizan direc-
tamente los términos de los documentos para describir el contenido de los
mismos. Los términos se suelen almacenar en tablas sin duplicados, junto con
algunos datos 1tiles, como su frecuencia en los documentos, el ntimero total de
documentos en los que aparece, etc. Lo mas habitual es utilizar una estructura
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de datos denominada fichero invertido. En un fichero invertido cada término
esta asociado a una lista que contiene los documentos en los que aparece.
Los ficheros invertidos son una estructura muy adecuada que permite acce-
der muy eficientemente a los documentos en los que aparece un determina-
do término. En general, los modelos de IR estan disenados para determinar
qué documentos son relevantes basandose tnicamente en los registros del fi-
chero invertido asociados a los términos que aparecen en la consulta.
Generalmente no resulta 1til almacenar todos los términos de la base de da-
tos documental. Normalmente se preprocesan los documentos eliminando los
términos poco significativos y reduciendo los términos de significado similar a
su raiz gramatical:

e Lista de parada (Stop word proccessing). Como es de esperar no to-
dos los términos de los documentos van a ofrecer informacion importante.
Ciertos términos, como las preposiciones, los pronombres, los articulos,
etc. perteneceran invariablemente a todos los documentos de la base do-
cumental, por lo que en la organizacién basica de los sistemas de IR que
se ha planteado no van a ser ttiles?. Por esta razoén, se suelen almacenar
los términos mas habituales en una lista de parada, para ser descartados

en la construccion del indice.

e Lematizacién (Stemming). Habitualmente, es posible aumentar el
rendimiento de los sistemas unificando las palabras similares a una forma
comun. Una técnica muy habitual es reducir los términos de los docu-
mentos a su raiz. Por ejemplo, las palabras “masica, maisico, musical,
musicomania” seran reducidas a su lema “music”. Esto reduce ademés

el tamano del fichero invertido

» Emparejamiento (Matching). Una vez hemos indexado la base de datos
documental hay que definir la estructura de las consultas y la funcién de em-
parejamiento que nos va a permitir comparar las mismas con los documentos.
La funciéon de emparejamiento estd relacionada con la informacion indexada
que mantenemos. Existen multitud de modelos para definir la funciéon de em-
parejamiento entre un documento y una consulta. En la revision de modelos

2En general el proceso de indexado basado en ficheros invertidos considera los documentos
como conjuntos de términos, por lo que descarta gran parte de la informacién contenida en los
documentos. Aunque esta representacion simplificada es muy burda, en la practica ofrece buenos
resultados y es muy eficiente.
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de IR en la seccion 5.3 mostraremos algunos de ellos.

En general los sistemas de IR no son capaces de seleccionar exactamente los
documentos relevantes para las consultas. Las consultas, ya vengan expresadas en
lenguaje natural o mediante algiin lenguaje de consulta apropiado, pocas veces es-
pecifican los requerimientos de informacion de manera adecuada. Muchas veces los
propios usuarios no saben exactamente “qué estan buscando” y las consultas re-
sultan vagas e imprecisas. Por otra parte, los sistemas de IR estan muy lejos de
poder interpretar adecuadamente cuales son los requerimientos de informacion de
los usuarios. La definicién de lenguajes de consulta que nos permitan expresar de
una manera mas natural las necesidades de informacién de los usuarios, asi como
la definicién de funciones de emparejamiento adecuadas son problemas muy impor-
tantes en el campo de IR. Creemos que estas dos tareas se ven beneficiadas por la

propuesta basada en cuantificadores borrosos que vamos a presentar en este capitulo.

5.2.1. Evaluacién en recuperaciéon de la informacion

Para poder evaluar la calidad de un sistema de IR se suele contrastar el funcio-
namiento del mismo contra colecciones de documentos estandar, disenadas especial-
mente para esta labor. En el caso de la tarea de IR bésica estas colecciones consisten
en una base de datos documental, un conjunto de consultas referentes a dicha base
de datos documental, y una seleccion de los documentos que son considerados rele-
vantes para cada consulta o juicios de relevancia. Los documentos y las consultas
de las colecciones de test se encuentran expresadas en lenguaje natural.

Un ejemplo de colecciones estandar son las bases de datos documentales del
TREC [54]. Las colecciones del TREC han conseguido una gran aceptaciéon para
evaluar sistemas de IR desde sus inicios a principios de los noventa. En particular, en
la experimentacion de nuestra propuesta para IR basada en cuantificadores borrosos,
hemos utilizado una coleccién perteneciente al TREC. En la comunidad de IR se
asume que el comportamiento de una estrategia de recuperacion es adecuada cuando
la misma presenta un rendimiento alto sobre un conjunto amplio de condiciones
experimentales. Las bases de datos del TREC estan formadas por colecciones grandes
de documentos (la que hemos utilizado en nuestros experimentos contiene 173.000
articulos) por lo que es esperable que si una propuesta presenta un rendimiento
adecuado contra estas bases de datos documentales también se comporte bien en
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otras situaciones.

Cuando evaluamos un sistema de IR contra una coleccién estandar éste debe,
primeramente, preprocesar la base de datos documental y las consultas de la colec-
cion para adaptarlos a la estructura de representacion interna del mismo. Una vez
finalizada esta tarea el sistema calculara el valor de similaridad entre la representa-
cion de las consultas y la representacion de cada documento. Este valor se utiliza
posteriormente para ordenar la base documental en funcion de la proximidad de los

documentos a cada consulta en cuestion.

Sobre esta ordenacién se utilizan los juicios de relevancia para comparar los resul-
tados del sistema contra el conjunto de respuesta ideal formado por los documentos

especificados en los juicios de relevancia.

Para analizar el rendimiento de un sistema de IR se han propuesto diferentes
medidas. Las medidas de evaluacion mas ampliamente utilizadas son los indices de
precision y de ezhaustividad® [2, pag. 75]. El indice de precisiéon mide la proporcién
de los documentos devueltos por el sistema que son relevantes; mientras que el indice
de exhaustividad mide la proporcion de documentos relevantes recuperados sobre
el nimero total de documentos relevantes de la base documental. Formalmente,
denotando por R el conjunto de documentos relevantes para una consulta dada, y
por A el conjunto de documentos proporcionado por el sistema de IR, la precisién

y la exhausitividad se definen como sigue:

precision = M
| A
ANR
exhaustividad = %

Tomadas conjuntamente las medidas de precisién y exhaustividad permiten medir la
capacidad de los sistemas de IR para recuperar los documentos relevantes y descartar

los no relevantes.

La salida de los sistemas de recuperacion modernos es un ranking de documentos
ordenado decrecientemente en funcién de la similaridad. Generalmente, la precision
de los sistemas se reduce al ampliar el subconjunto de documentos recuperados mien-
tras que la exhaustividad aumenta. Intuitivamente, cuando aumentamos la cantidad
de documentos recuperados aumentamos la cantidad de documentos relevantes recu-
perados pero degradamos la precision al estar considerando documentos con menores

3 “Preccision” y “recall” en inglés.
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Figura 5.2: Ejemplo de una figura precision/exhaustividad.

niveles de similaridad y por lo tanto, con menor probabilidad de pertenecer a los

documentos relevantes.

Una de las técnicas mas habituales para evaluar o comparar la calidad de los sis-
temas de IR es utilizar una gréfica precision/exhaustividad. En este tipo de gréficas
se representa en el eje de abscisas los niveles de exhaustividad, y en el de ordenadas
la precision del sistema para los distintos niveles de exhaustividad. Normalmente en
las graficas precision/exhaustividad se utilizan inicamente once niveles de exhausti-
vidad (0%, 10 %,...,100 %) y se interpolan los resultados para valores intermedios.
Las graficas precision/exhaustividad se pueden utilizar para analizar consultas in-
dividuales o para analizar el sistema global, tomando la media de los resultados

individuales.

En la figura 5.2 se muestra una grafica precision/exhaustividad. Vemos que segun
aumentamos la exhausitivad (es decir, la proporcién de documentos recuperados por
el sistema) la precision se degrada.

También es muy interesante el calculo de una medida tinica que resuma la infor-
macion de las figuras de precision/exhaustividad. Una medida ampliamente utilizada
es el valor medio de los resultados obtenidos para los once niveles de exhaustividad
(precisién media para los niveles de exhaustividad estédndar).
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5.3. Revisién de algunos modelos de IR

En este apartado se realiza una pequena revision de algunos de los modelos de
IR mas relacionados con nuestra propuesta basada en cuantificaciéon borrosa.

El modelo vectorial [2, pag. 27] es sin duda el mds conocido y el més utilizado
en el campo de IR. En relacién con este modelo es muy importante que nuestra
propuesta lo incluye como caso particular para los QFMs que se han planteado
en esta memoria, por lo que siempre vamos a poder garantizar los resultados que
proporciona el modelo vectorial.

Los modelos booleano [2, seccién 2.5.2], booleano extendido [2, seccion 2.6.2], [79]
y borroso [59,60,75,77] intentan todos ellos superar las limitaciones expresivas del
modelo vectorial planteando la recuperacién de informacién mediante consultas boo-
leanas, pero adolecen de que su rendimiento es sensiblemente inferior al del modelo
vectorial. De esta manera la mejora en la expresividad del lenguaje de consultas se
ve mermada debido a la pérdida de rendimiento de los modelos.

El modelo p-norm [79] es un modelo booleano extendido bastante interesante,
basado en operaciones n-arias, que muestra cierta similaridad con la cuantificacion
borrosa existencial y universal. No obstante, veremos que también presenta ciertas
limitaciones, ademéds de tener una capacidad expresiva bastante inferior a la de la
propuesta basada en cuantificadores.

De aqui en adelante vamos a representar por D = {di,...,d,} el conjunto de
documentos que componen la base de datos documental, y por T={ty,...,{;} el
conjunto de todos los términos que aparecen en los documentos de D.

A excepcion del modelo vectorial, todos los modelos que se describen permiten
la realizacién de consultas basadas en operadores booleanos.

Dada una consulta ¢, vamos a denotar por Sm (¢) la funcién que asocia a una ex-
presiéon de consulta la seméantica de la misma. Por ejemplo, para el modelo booleano,
la seméantica de una consulta estara formada por el conjunto nitido de documentos
que cumplen la misma. En general, la definicién especifica de esta funcion depende

del modelo.
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5.3.1. Modelo booleano

Bésicamente, un sistema de IR booleano [2, seccién 2.5.2] permite la realiza-
cién de consultas utilizando operadores booleanos (A, V, =)%. En un sistema de IR
booleano, a cada posible término de consulta ¢t € 7T se le asocia el conjunto de do-
cumentos nitido representativo del mismo (usualmente el conjunto de documentos
tales que ¢t € d); y el conjunto de documentos de respuesta a una consulta dada se
construye implementando las operaciones asociadas a los operadores booleanos. Su-
pongamos, por ejemplo, que queremos calcular la respuesta a la consulta ¢ = t;V—t;;
entonces la funcién caracteristica del conjunto de respuesta Sm (q) = Sm (t; V —it;)

se define como

Xsm(g) (d) = Xsm(tv-t;) (d) = Xsm(t) (d) V ~Xsm,) (d),d € D

es decir, el documento d pertenece al conjunto de respuesta si d € Sm (t;) (d perte-
nece al conjunto de documentos que contienen al término ;) o d ¢ Sm (t;) (esto es,

d no contiene el término ;).

Los sistemas booleanos han gozado de cierta popularidad en el campo de IR; e in-
cluso muchos de los sistemas iniciales implementaban esta aproximacion. Pero como
se menciona en [79] los sistemas de IR booleanos presentan desventajas importantes

que limitan su aplicacion. Entre estas cabe mencionar:

= El tamano del conjunto de respuesta es muy dificil de controlar. Una consulta
poco restrictiva tendra un conjunto de respuestas excesivamente amplio, mien-
tras que una consulta demasiado restrictiva no devolvera ningin documento.

= El modelo no incluye ninguna ordenacion del conjunto de respuesta. Todos los

documentos recuperados son igualmente importantes.

= Relacionado con el punto anterior, no se incluyen pesos no binarios en los
términos de los documentos ni en los términos de las consultas. Los conjuntos

con los que se trabaja son nitidos.

= Las consultas booleanas pueden producir resultados poco intuitivos. Por ejem-
plo, ante la consulta “t;Vt,V ... Vi,” se considera tan importante un documen-
to que contenga sélo el término ¢; como un documento que contenga todos los

términos tq, ..., .

4En la notacién habitual en IR se denotan estos operadores por and, or y not.
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Ademas, es reconocida la dificultad y la poca predisposicién de los usuarios a
plantear consultas en sintaxis booleana.

5.3.2. Modelo vectorial

El modelo vectorial [2, pdg. 27] es posiblemente el modelo de recuperacion de
informacion més conocido. Pese a ser uno de los primeros modelos planteados para
IR el rendimiento del mismo sigue siendo excelente, sobre todo cuando se utilizan

esquemas de pesado que tienen en cuenta la longitud de los documentos [82, 84].

En el modelo vectorial cada documento y cada consulta se representan como vec-
tores en un espacio m-dimensional definido por el vocabulario existente, y se asignan
pesos no binarios a los términos de la consulta y de los documentos. Estos pesos
se utilizan, posteriormente, para calcular el grado de similaridad entre la consul-
ta v cada documento de la base documental. Ordenando los grados de similaridad
decrecientemente obtenemos un ranking que contiene en las posiciones mas altas
aquellos documentos que presentan un mayor grado de similaridad con la consulta

en cuestion.

A diferencia del modelo booleano, el modelo vectorial permite considerar do-
cumentos que s6lo verifican los términos de la consulta parcialmente (esto es, un
término de la consulta puede tener un peso menor que 1 en un documento, al con-
siderar este modelo pesos no binarios). Ademds, con el modelo vectorial es posible
controlar el tamano del conjunto de respuesta, ya que podemos seleccionar la parte
del ranking que nos interese.

La idea del modelo vectorial se basa en considerar las consultas y los documentos
como vectores, y medir la similaridad entre estos vectores calculando una medida
de correlacién entre los mismos, como por ejemplo®

T-d
sim (q,d;) = _)—_i (5.1)
1q| dj‘
5Nétese que
_q)%d_{ = cos (q,dj>
71|

Es decir, la medida de similaridad es 1 para vectores con la misma direcciéon y sentido, y 0 para
vectores ortogonales.
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—_—
donde ¢ es una consulta, d; € D un documento de la base documental, y ¢’ y d; los
vectores asociados a ¢ y d; respectivamente.

El factor |¢’| es constante para todos los documentos por lo que no afecta al
ranking. El factor d_; proporciona una normalizacién dependiente de la longitud
de los documentos. No obstante, otras normalizaciones avanzadas se suele plantear
dentro del esquema de pesado tf/idf, que es la manera mds habitual de calcular los

pesos.

El factor tf o frecuencia directa de un término ¢ es una medida dependiente de
cada documento (o de cada consulta) que asocia a cada documento d; un valor que
intenta predecir la medida en que d; trata el concepto designado por el término
t. Denotemos por f;; la frecuencia del término ¢; en el documento d; (es decir,
el nimero de veces que aparece el término ¢; en el documento d;). Una definicién
normalizada muy habitual del factor ¢f del término ¢; en el documento d; es

i

Y 5.2
mathGdj ka ( )

thi; =

donde méxy, cq; fx,; denota la mayor frecuencia de los términos del documento d;.
Este pardmetro se utiliza para normalizar el factor ¢f en el intervalo [0, 1]. Aunque
normalmente el ¢f no se normaliza presentamos su version normalizada debido a

que, en el caso borroso, necesitaremos que los pesos pertenezcan al intervalo [0, 1].

El factor tf se basa pues en la suposicion de que cuantas mas veces aparece un
término en un documento, mas descriptivo es éste del tema tratado por el documento

en cuestion.

El factor idf o frecuencia inversa es una medida de calidad de los términos, en el
sentido de que los términos que pertenecen a muy pocos documentos tienen mucha
calidad por ser muy discriminativos mientras que los términos que pertenecen a mu-
chos documentos son de poca calidad porque dificilmente nos permitiran distinguir
los documentos relevantes de los irrelevantes de la base documental. El factor idf de

un término ¢; se define habitualmente como

idf; = logg (5.3)

(1

donde N es el tamano total de la base de datos documental y n; es el niimero de

documentos que contienen al término ;.
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Podemos normalizar el factor idf en el intervalo [0, 1] dividiendo por log N

log nﬂ _log N —logn;
logN log N

idf; =

De esta manera, el idf de un término valdra 0 si éste pertenece a todos los docu-
mentos de la base documental, mientras que valdra 1 en el caso de que Unicamente
pertenezca a un documento.®

Para calcular el peso de los términos multiplicamos el ¢ f por el idf. Asi,

wyj = tf ;- idf;

Esta expresion también se puede utilizar para calcular el peso de los términos de las

consultas.

Conjuntamente, las medidas ¢ f /idf son una herramienta muy poderosa. Median-
te el factor idf medimos la calidad de los términos para diferenciar los documentos
mientras que con el factor ¢f medimos la relacién de los términos particulares con

los documentos de la base de datos documental.

Aunque el esquema de pesado t f /idf ha sido muy efectivo en colecciones tempra-
nas, actualmente se acepta que este esquema de pesado no es éptimo [82]. Cuando
la longitud de los documentos de las colecciones es muy variable se hace necesario
el empleo de técnicas que permitan normalizar los pesos de acuerdo con la longi-
tud de estos. En este sentido, la normalizacién por pivote [84] es un método de alto
rendimiento que ha demostrado sus méritos bajo condiciones de experimentacion ex-
haustivas contra las bases de datos del TREC [82]. También es muy destacable que
las aproximaciones basadas en normalizacion por pivote han demostrado su utilidad
para recuperacion de informacion en la web [55,83, 85].

El esquema de pesado normalizado por longitud plantea la siguiente normaliza-
ci6n del tf de un término [82]

tfi (s tsl (5.4)

avgdi

donde s es una constante (el pivote) perteneciente al intervalo [0, 1], dl; es la longitud
del documento j y avgy la longitud media de los documentos de la base documental.

5De igual manera que para el factor tf, la normalizacién no es estrictamente necesaria para el
modelo vectorial, pero si nos va a hacer falta cuando planteemos el modelo basado en cuantificadores
borrosos, que necesita que los pesos pertenezcan al intervalo [0, 1].
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Resultados experimentales indican un valor 6ptimo de s en torno a 0,2, valor que
goza ademas de bastante estabilidad.

Dividiendo la expresion 5.4 por

1+ In (14 in(maxdl))

— (5.5)

donde maxdl es la longitud del mayor documento de la base documental, consegui-

mos que el ¢f normalizado por longitud pertenezca al intervalo [0, 1].

A pesar de su simplicidad y de su ligera componente tedrica, el modelo vectorial
presenta un rendimiento excelente. Aunque se han comparado multitud de alterna-
tivas con el modelo vectorial la opinién mayoritaria es que el modelo vectorial es
mejor (o por lo menos casi tan bueno) como cualquier otra alternativa. Ademads, el
modelo vectorial es sencillo y eficiente. Por esta razén el modelo vectorial es uno de
los modelos de recuperacién de informaciéon mds populares [2, pdg. 30].

Como contrapartida, el modelo vectorial no permite de forma directa la reali-
zacion de consultas estructuradas. Veremos mas adelante que nuestra aproximacion
permite la realizacién de consultas mas elaboradas al mismo tiempo que mantiene
la potencia del modelo vectorial.

5.3.3. Modelo booleano extendido

El modelo booleano extendido (EBM)7 [79] preserva la estructura subyacente
al modelo booleano al mismo tiempo que incorpora pesos en los documentos y las
consultas. E1 EBM representa un compromiso entre la rigurosidad del modelo boo-
leano clésico y la falta de estructura del modelo vectorial. En este apartado vamos
a explicar el EBM baésico [79]. Més adelante explicaremos el modelo p-norm, que es
la generalizaciéon n-aria de este modelo, y el modelo borroso, que es un caso parti-
cular de los EBMs en el que se modelan las operaciones booleanas con operadores

borrosos.

La estructura sintactica de las consultas del EBM bésico es la misma que la del
modelo booleano clasico. Para definir la semantica de los operadores del EBM se
relajan las definiciones del modelo booleano. El operador de conjuncién (AFPM) se
modela mediante una medida de distancia decreciente al par (1,1), de manera que

7 “Extended boolean model” en inglés.



5.3. Revision de algunos modelos de IR 225

AFBM (1.0) y AEBM (0, 1) son valores pequeiios pero no 0. El operador de disyuncién
(VEBM) se modela mediante una medida de distancia creciente al par (0,0), de
manera que VEBM (1,0) y VFBM (0, 1) son valores grandes pero no 1. La consecuencia

de esta relajacion es que la coherencia con las operaciones légicas clasicas deja de

cumplirse.
En [79] se realizan distintas propuestas para definir los operadores AFBM y vEBM
Una posibilidad es
2 2
\/EBM (1‘1, ZL’Q) = l ; 2 (56)
1—2)+ (1 —a2)°
AEBM (1)) =1 — \/( 1) ;‘( )

El operador APBM (21, 25) decrece al aumentar la distancia del par (z1,z3) al

\/E‘BM (

punto (1, 1). Por su parte, el operador x1,T2) se incrementa al aumentar la

distancia del par (z1,x3) al punto (0,0). Nétese que,

VEBM (0.0) = 0, vEBM (1,1) =1

VEBM (1) = vEBM (1,0) = % ~ 0,71
ANEBM (0.0) =0, AFPM (1,1) =1

ANEBM (0 1) = AFBM (1,0) =1 — L 0,29

V2

De esta manera el valor de VEPM (0,1) = VFBM (1,0) es alto pero no 1 mientras
que el valor de APPM (0,1) = AFBM (1,0) es pequefio pero no 0. Asi, con estos
operadores se intentan evitar los problemas de los operadores booleanos clasicos,
cuyo resultado para una consulta conjuntiva es 0 con tal de que uno sélo de los
operandos valga 0; y 1 en una consulta disyuntiva con tal de que uno sélo de los

operadores valga 1.

En la expresién 5.6 se pueden incorporar pesos de la siguiente manera

wix? + wix?

2 2
wi + w5

(1- 2(1—2)°
ANEBM (1, 72) \/w 1) R w3 ( ) (5.8)
w? 4+ w3

\/EBM (11717562) —
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donde w; es el peso asociado a x1 y ws es el peso asociado a 5. Supongamos la
consulta (t1,1) V (t2,0,7), donde t1,ts son los términos de consulta y los valores
1 y 0,7 sus pesos asociados (intuitivamente, ¢; es muy importante y ¢, bastante
importante). Entonces, para evaluar esta consulta para un documento d para el cual
los pesos asociados a los términos t1, ¢y son 1,0,7 utilizariamos la expresion 5.7.

En [79] también se plantea la siguiente generalizacién de los operadores anterio-

res:
¥ + b
yEBMp (Il,ﬂﬁz) p/ L1 . 2
1—2)P 4+ (1 —x5)?
AEBM.p (x1,29) = 1— </< ) 5 ( 2)

Noétese que cuando p tiende a infinito se cumple ( [79, pdg. 1025])

MAX (w1, Wols)

pee max (wh w2>
lim APBMP (g 2y) =1 — méx (w; (1/— 1), ws (1 — x2))
b max (wy, ws)

La principal debilidad del modelo booleano extendido es que los operadores que
se plantean no son asociativos. El no cumplimiento de esta propiedad es muy pro-
blematico, ya que es esperable que el rendimiento de un sistema de IR no sea depen-
diente del orden de los términos en la consulta [64]. Por ejemplo, en la evaluacién
de:

1 VEBM 0 g EBM (8 VEBM (7 EBM () 6 EBM () 5

se obtienen distintos resultados en funcién de si se utiliza asociatividad por la derecha
o por la izquierda. Utilizando asociatividad por la derecha obtenemos:

VEBM(EBM (EBNM (EBM (EBM (1.0.9),0,8),0,7),0,6) ,0,5) = 0,91
mientras que si utilizamos asociatividad por la izquierda obtenemos:
VEBM (1 vEBM (0.9 vEBM (0.8, vFPM (0,7, vFPM (0,6,0,5))))) = 0,61

Es decir, obtenemos resultados completamente distintos para el mismo conjunto de
pesos. La no asociatividad de los operadores es un inconveniente muy grave del

modelo que acabamos de presentar.
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Por otra parte, la incorporacion de pesos también puede plantear problemas.
Para el caso en que wy = wy = 0 las expresiones 5.7 y 5.8 estan indefinidas. Aunque
este problema pueda parecer poco importante, en ocasiones puede ser interesante
el calculo de los pesos de manera automética, y en este caso podria ocurrir que

w1=w2=0.

5.3.4. Modelo borroso

Los modelos borrosos [59,60,75,77] son EBMs en los cuales las consultas boolea-
nas se modelan mediante operadores borrosos. Asi, la conjuncién se modelara por
una tnorma, la disyuncion mediante una tconorma y la negacion mediante una fun-
cién de negacion borrosa. Por ejemplo, a la consulta ¢ = ¢; V —t; le asociaremos un
conjunto borroso Sm (q) = Sm (t; V —t;) € P (D) definido a partir de su funcién de
pertenencia como

tsmig) (d) = Hsm(tv-t;) (d) = tsm) (d) V Sfisme,) (d) . d € D

donde V se modela mediante una tconorma (por ejemplo el maximo o la suma pro-
babilistica) y = mediante una funcién de negacién borrosa (por ejemplo la negacion

estdndar).

Para el calculo del conjunto borroso de documentos asociado a un término Sm (¢;)
se puede utilizar, por ejemplo, el esquema de pesado tf/idf.

Aunque el planteamiento del modelo borroso parece razonable, en la préactica su
rendimiento es muy pobre. En una consulta conjuntiva un tnico término de peso 0
ocasionard que el grado de cumplimiento asociado a la misma sea 0, mientras que
en una consulta disyuntiva un tinico término de peso 1 ocasionard que el grado de
cumplimiento sea 1. Numéricamente:

IANITALATADO=0=0A0A...A0AO
l1viv...vivl=1=1Vv0Ov...v0OV0

De este modo el modelo borroso presenta problemas muy similares a los del

modelo booleano clasico.

En [65] se intentan solucionar estos problemas mediante la utilizacién de operado-
res compensatorios [109]. Los operadores compensatorios son operadores intermedios
entre las tnormas y las tconormas, pero sufren el inconveniente de no ser asociativos.
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Por esta razén los modelos basados en operadores compensatorios tienen problemas

similares a los del modelo booleano extendido bésico.

5.3.5. Modelo p-norm

El modelo p-norm [79, pdg. 1024] se propone como la extensién m-aria del modelo
booleano extendido bésico explicado en el apartado 5.3.3. En el modelo p-norm se
definen el operador disyuntivo m-ario VPP . I™ — I vy el operador conjuntivo

m-ario AP"T™P . T — T de la siguiente manera:

I

VPROTTIOP (o X)) = - (5.9)
APROTID () =1 — </(1—$1)p+---+(1—$m)p
) ) m
con ry,...,Tm, €L

Las operaciones VPP v APROTMP gon en realidad medidas de distancia. La
interpretacién de estos operadores es la misma que la de los operadores del modelo

booleano extendido bésico explicado en el apartado 5.3.3.
Sea X € P (T) el conjunto borroso
X = {xl/tl, e ,.Tm/tm}

Por analogia con la notacién que estamos utilizando para los cuantificadores sobre-
cargaremos la notacién de los operadores \VPorm™ . P (T) — Ty APROr™™ . P (T) —
I denotando

\PROTILP (X7 = \/PROTTVP (o )

APROTIUP (XY = APROTTUP (g )

Nétese que cuando p tiende a infinito se cumple que [79, pag. 1025]

lHm VPP (g @) = MAX (T, .., D)
p—00
lim APPTP (1) ) = min (2, ..., Tp)
p—00

mientras que si p vale 1
norm norm,
VPROTTUP (40 ) = AP Px1, .., Tm)

1
=E(x1+...+xm)
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Es decir, para valores de p altos podemos interpretar el operador VPP como
una relajaciéon del cuantificador existencial y el operador AP"™™P como una rela-
jacion del cuantificador universal. Por otra parte, para p = 1, el modelo p-norm
es equivalente al modelo vectorial. Notese ademas que la definicion del operador
APPOrmP - eg la dual del operador VP™"™P para la negacion estandar; es decir,

/\pnorm,p (X) — ’:\ vpnormp (X) :

El modelo p-norm también considera la incorporacién de pesos. Sean wy, . . ., w,, €
I un conjunto de pesos para los términos t1, ..., {,. Representemos por W € P (T)

el conjunto borroso
W = {wl/tl, e ,wm/tm}

El modelo p-norm para el conjunto de pesos expresado por W se define como:®

wizl + ..+ whah,
w4+ ..o+ wh,

vpno’rm,p (W,X) — (/

wl (1 =)’ + ..+ wh (1 —2,)°
w4 ..o+ wh

APROTILD (W,X> =1 (/

Notese que para W = & las expresiones anteriores no estan definidas.

En [79, pdg. 1025, nota a pie de pagina] se explica que los pesos utilizados en el
modelo booleano extendido son pesos relativos en vez de pesos absolutos. Por pesos
relativos se entiende que la importancia de los pesos es relativa a la del resto de los

pesos de la consulta.

Cuando p tiende a infinito se cumple ( [79, pdg. 1025])

lim \/pnorm,p (M/, X) = méX gwlxl? cevy wmxm>

P00 max (wi, ..., W)

lim AP™P (W, X) =1 — méx (wy (1 — T1) . Wy (1= 2,))
P00 max (wi, ..., W)

Ademas, de igual manera que para el caso unario,

/\pnorm,p (I/I/’ X) — ’:\ vpnorm,p (I/I/’ X) :

Aunque el planteamiento del modelo p-norm es razonable también presenta algin

problema:

8Se esta reescribiendo las expresiones planteadas en [79, pag. 1025] en notacién conjuntista.
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= En primer lugar, consideramos que el modelo p-norm no es adecuado para rea-

lizar consultas interactivas. Muchos usuarios tienen dificultades para formular
consultas booleanas, y las consultas expresables mediante el modelo p-norm
son bastante mas complejas. Por lo tanto, parece necesario que el modelo p-
norm se utilice de una manera automatica, mediante algin procedimiento que
nos permita transformar las consultas de los usuarios a una representacién
adecuada para su procesamiento automatico mediante este modelo.

Cuando se utilizan pesos, si el vector de pesos W es 0 (W = 0) entonces
\/PROTILp . APROTILP oot 4 indefinidos. Aunque esto pueda parecer un problema
menor, si los pesos se calculan de manera automatica este caso puede ser
posible.

Cuando se utilizan pesos y el parametro p tiende a infinito el modelo p-norm
puede presentar grandes variaciones ante pequenas modificaciones de los pesos.
Consideremos los siguientes conjuntos:

X ={0/t1,0/ts,1/t3}
W= {0,01/t1, 0701/t27 0/t3}
W’ = {0,01/t1,0,01/t5,0,01 /t5}

Entonces
méx (0,01 -0,0,01-0,0-1)
lfm VPO (1, X) = ~0,0
pand (W, X) méx (0,01,0,01,0,0) ’
méx (0,01 - 0,0,0-0,0,01 - 1)
l/ pnorm,p /X — ) 9 ) ) 9 — 1
P (W', X) méx (0,01, 0,01, 0,01) 0

Aunque hemos visto que el modelo p-norm es susceptible de alguna critica (al

menos en el caso en el que se incluyen pesos en los términos de las consultas), resulta

una aproximacion muy interesante. No obstante el modelo p-norm no es, ni mucho

menos, estandar en los sistemas de IR actuales.

Quizéas no haya pasado inadvertido que hemos adaptado el modelo p-norm a la

notacién utilizada en esta memoria. De esta manera hemos podido subrayar las simi-

laridades entre la cuantificaciéon universal y existencial y las definiciones subyacentes

al modelo p-norm.

La propuesta basada en cuantificacion borrosa que vamos a desarrollar a lo largo

de la siguiente seccion es mucho mas expresiva y natural que la del modelo p-

norm (basada en la cuantificacién universal y existencial y situaciones intermedias).
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Ademsds, en nuestro caso, nos beneficiamos del sélido comportamiento tedrico de
los QFMs que hemos planteado en esta memoria. Por estas razones creemos que la
propuesta basada en cuantificadores borrosos amplia la del modelo p-norm. A través
de los cuantificadores, en el caso unario, podemos manejar las situaciones universal
y existencial y también todo tipo de situaciones intermedias, incluyendo el caso del
modelo vectorial para los QFMs que se definen en esta memoria. Ademas, veremos
que la inclusion de pesos se realiza de manera natural mediante cuantificadores
binarios proporcionales. En este caso, las propiedades que verifican los QFMs que
hemos planteado aseguran un comportamiento adecuado de los mismos, lo cual
comprobaremos también de manera experimental.

5.4. Utilizacién de cuantificacién borrosa para ex-

tender el modelo borroso

En este apartado vamos a definir un lenguaje de consulta basado en el modelo
borroso que incorpora cuantificaciéon unaria y binaria. Posteriormente explicaremos
como asociar significado seméantico a las expresiones de dicho lenguaje tomando

como base el esquema de pesado tf/idf.

Al incorporar cuantificacion, el lenguaje de consulta que proponemos es mucho
mas expresivo que el lenguaje de consulta subyacente a los modelos que hemos
analizado en la secciéon previa. Nos parece destacable que para algunos QFMs, y en
particular para los definidos en esta memoria, el modelo incluye al vectorial. Este
hecho nos permite garantizar el rendimiento de éste.

De esta manera cumplimos los dos objetivos que hemos planteado en la intro-
duccién de este capitulo:

» Por un lado se propone un lenguaje de consulta muy expresivo. Gracias al
manejo de expresiones cuantificadas el lenguaje de consulta supone un salto
cualitativo con respecto a los modelos que manejan consultas booleanas.

= Por otro lado, al incluir al modelo vectorial, garantizamos su rendimiento.
Notese que el principal inconveniente de los modelos booleanos y booleano
extendido (tanto en su versién bédsica como borrosa) es que no son capaces de
igualar el rendimiento del modelo vectorial.
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Ademss, los resultados experimentales que hemos obtenido mediante la utiliza-
cion de cuantificacion borrosa en IR demuestran que la aproximacion no es solamente
capaz de igualar al modelo vectorial en la tarea de recuperacién bésica, sino que en

ocasiones permite obtener mejoras de rendimiento importantes.

5.4.1. Vision borrosa de los documentos

En la exposicién del modelo borroso (véase la seccién 5.3.4) hemos visto que este
modelo utiliza consultas booleanas que se modelan mediante operadores borrosos
[59,60,75,77]. A los términos de las consultas se les asocian conjuntos borrosos de
documentos y las operaciones booleanas se resuelven mediante operadores borrosos
(unién, interseccion, negacién, etc.) entre conjuntos.

De esta manera se interpreta que la semantica de un término es un conjunto
borroso de documentos; es decir, Sm (t) € P (D). La seméntica que se asocia a las
consultas es a su vez un conjunto borroso de documentos (obtenido mediante la
aplicacion de operadores de unién, interseccion y complemento borrosos), donde la
pertenencia de los documentos a la consulta se utiliza para establecer el ranking de

documentos asociado a la misma.

Aunque posiblemente la vision de los términos como conjuntos borrosos de do-
cumentos sea la mds habitual en las aproximaciones borrosas a IR [59,60, 75, 77],
también se puede interpretar que un documento es un conjunto borroso que contie-
ne los términos a los que hace referencia, o mejor aun, establecer la relacion entre
documentos y términos mediante una relacién borrosa. Por ejemplo, en [10, pag.

218] se plantea esta relacién a partir del ¢ f y del idf:
pir (diyty) = tfi - idf;

Notese que esta representacion permite tanto la interpretacién de los términos
como conjuntos borrosos de documentos como la de los documentos como conjuntos

borrosos de términos. Por ejemplo, podemos definir
Sm(t) ={ur(d,t)/d:d € D}

pero también

Sm(d) = {ur(d,t) /t .t € T}

Es decir, tenemos las siguientes visiones borrosas de los documentos:
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= Interpretacion de los términos como conjuntos borrosos de documen-
tos. Desde este punto de vista el grado de pertenencia de un documento a un
término fugm () (d) indica la preferencia del documento d para el tratamiento
del término ¢. Dados dos documentos d; y d; entonces figma) (di) > fsm) (d;)
indica que el documento d; estda mas relacionado con la tematica del término
t que el documento d;. La interpretacion de los grados de pertenencia como

preferencias ha sido explicada en la seccion 2.1.

= Interpretacién de un documento como un conjunto borroso de térmi-
nos. Desde este punto de vista un documento simplemente contiene los térmi-
nos o conceptos de los que trata. Bajo esta vision jigmq) (t) indica en que

media el término ¢ es clave en el contexto del documento d.

La vision de los documentos como conjuntos borrosos de términos es muy in-
teresante para poder aplicar distintas subconsultas a distintas secciones de los do-
cumentos. Por ejemplo, podemos considerar un documento como un conjunto de
secciones (e.g., titulo, resumen, introduccion, etc.) y representar la semdantica de
estos componentes como un conjunto borroso de términos.

En [62] se plantea la representaciéon de los documentos como jerarquias de obje-
tos, los cuales a su vez contienen otros objetos hasta llegar a los componentes basicos
que se representan mediante conjuntos de términos; y se muestra como se puede uti-
lizar esta vision de los documentos para la recuperacion de pasajes utilizando la
teoria de Dempster y Shafer.

Para incorporar la cuantificacion en la aproximacién borrosa vamos a seguir la
visién tradicional, en la que se interpretan los términos como conjuntos borrosos de

documentos.

5.4.2. Sintaxis del lenguaje de consultas

En este apartado definimos un lenguaje de consulta para IR que incorpora cuan-
tificadores. La utilizaciéon de cuantificacién para aumentar la expresividad de los
lenguajes de consultas ha sido propuesta en [9, pdg. 240], [10]. En [34,35,67] hemos
utilizado una propuesta similar para evaluar la potencia real de la cuantificacién
borrosa en IR. La propuesta que realizamos a continuacién es mas poderosa que
las anteriores, ya que hemos incorporado al lenguaje expresiones con cuantificacion
binaria.
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Sea T = {{1,...,ln} €l conjunto de términos con el que estamos trabajando,
Q'={Q11,...,Q1,} un conjunto de simbolos de cuantificacién asociados a cuan-
tificadores unarios, Q*={Q.1, . .., Q2,, } un conjunto de simbolos de cuantificacién

asociados a cuantificadores binarios, y W un conjunto que especifica los pesos que
se pueden utilizar en el lenguaje. Las expresiones validas del lenguaje de consulta
se definen recursivamente de la siguiente manera:

Definicién 115 (Expresiones del lenguaje de consulta (LQ)) :

(i) Sit € T entonces t pertenece al lenguaje de consulta (t € LQ)

(ii) Si f € LQ entonces —f € LQ.

(i1i)Si f1, f2 € LQ entonces (f1 A f2) €e LQ y (f1V [2) € LQ.

() Si Q € Q' (Q es un simbolo de cuantificacién unario) y fi, ..., fm € LQ
entonces Q (f1,..., fm) € LQ.

(v) Si Q € Q% (Q es un simbolo de cuantificacion binario), fi, ..., fm € LQ y
Wy, ..., Wy € W son un conjunto de pesos asociados a las expresiones de consulta

f1, ooy fm entonces Q ({wy, f1),. .., (W, fm)) € LQ.

La cuantificacién unaria nos permitira establecer consultas en las que el cuantifi-
cador establece una restriccion sobre el niimero de expresiones de consulta fi, ..., fin
a ser cumplidas. Intuitivamente, el significado que se va a asociar a este tipo de ex-
presiones es:

“(Q expresiones de consulta de f1, ..., f,, se cumplen en el documento d”

Mediante la cuantificacién binaria permitimos la aplicaciéon de un conjunto de
pesos wy, ..., w,, € W para especificar la importancia de las expresiones de consulta.
Asi, la utilizacion de cuantificadores binarios se puede parafrasear como

“() expresiones de consulta de fi, ..., fin
con importancia wy, ..., w,, se cuamplen en el documento d”

La utilizacién de cuantificacién binaria para establecer la importancia de los
criterios a ser evaluados ha sido propuesta por Yager [93]. En [47, pdg. 348] también
se indica la utilidad de este tipo de expresiones en IR.

En la definiciéon no hemos precisado los elementos que pertenecen al conjunto de
pesos W. W podria ser, por ejemplo, el conjunto de valores en el intervalo [0, 1], o
también un conjunto de etiquetas que permitiesen definir la importancia relativa de
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Y« Y«

los términos (por ejemplo, W ={“muy importante”, “importante”, “medianamente

Y«

importante” , “poco importante” }).

No hemos considerado la utilizacién de pesos en las expresiones conjuntivas y
disyuntivas para mantener el lenguaje mas sencillo y porque la definicion realizada
es suficiente para las expresiones que se utilizan en la experimentacién. En [10, pag.
229] se indica como asociar semantica a este tipo de expresiones®.

En [34,35,67] no hemos considerado la utilizacién de cuantificadores binarios,
aunque hemos planteado su utilizaciéon como trabajo futuro. Es destacable que, con
vistas a la incorporacién de expresiones con cuantificacién no unaria, en estos traba-
jos hemos enfatizado la importancia de la utilizacién de modelos de cuantificacion
de comportamiento tedrico contrastado.

En el lenguaje de consulta tampoco hemos incorporado una representacion es-
tructurada de los documentos ya que, ademaéas de no haberse utilizado en la experi-
mentacién, esta representacion es dependiente de la organizacién de los documentos
con los que trabajemos. No obstante, la modificacion del lenguaje para incorporar re-
presentaciones estructuradas no es dificil. Consideremos, por ejemplo, que en nuestra
representacion estructurada un documento se divide en cierto numero de secciones
{seccion_1,seccion_2,. .. seccién_n}. Entonces podemos modificar el lenguaje para
que en la definicién de las clausulas se haga referencia a la parte del documento a la
cual se quiere aplicar la misma. Asi, todos ({{w1,11),..., (Wn, tnm)}, introduccion)
indicaria que “todos los términos tq,...,1t,, con importancia wy, ..., w,, deben estar
en la introduccion”. Un ejemplo mas elaborado es el siguiente:

Ejemplo 48 Sea W = {MI,I,M,PI, NI} un conjunto de pesos donde MI se
utiliza para indicar que un término es “muy importante”, I para indicar que es
“importante”, M para “medianamente importante”, PI para “poco importante” vy
NI para “nada importante”. Ademdas, consideremos una division estructurada de los
documentos en las secciones “autores, titulo, resumen, palabras clave, introduccién y

cuerpo” (congunto de secciones {autores,titulo, resumen,claves, intro, cuerpo}). Se

9En una consulta disyuntiva se puede utilizar una tnorma para combinar un peso w con el valor
de pertenencia de un término pug (t) (e.g. w - ug (t)). De esta manera, valores bajos de w reducen
la importancia de la expresién w - ug (t) mientras que valores altos afectan poco a la misma.
En consultas conjuntivas se puede obtener un efecto adecuado mediante funciones de implicacién

borrosas.
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podria plantear la consulta:

todos ({{MI, autor_1) , (MI, autor_2)} , autores) A
casi_todos ({{MI, clave_1) , (I, clave_2) , (I, clave_8)} , claves) N

cuantos_mas_mejor ({(MI term_1) , (I,term_2) , (I term_3) , cuerpo)

De este modo, las distintas subexpresiones de la consulta se aplican a distintas partes
de los documentos. Asi, la primera cldusula cuantificada se aplica a los autores, la

sequnda a las palabras claves, y la tercera al cuerpo del documento.

Notese la naturalidad con la que se relacionan este tipo de ejemplos con la cuan-
tificacion binaria. En las clausulas del ejemplo anterior, los términos y los pesos
representan la restriccion del cuantificador mientras que la seccion a la que se aplica
la cldusula representa el alcance del mismo. Esto es, podemos interpretar que el
patrén de las expresiones cuantificadas anteriores es “Q) T'y W estan en S”, donde
() representa el cuantificador, T' los términos a los que se aplica, W los pesos que se

aplican a los mismos, y S la secciéon del documento en cuestion.

La definicion de lenguajes de consulta sobre documentos estructurados, el plan-
teamiento de interfaces adecuados para su manejo, y el estudio de su rendimiento

son problemas abiertos muy interesantes.

5.4.3. Semantica del lenguaje de consultas

En este apartado estudiaremos como se puede asociar un conjunto borroso de
documentos D € P (D) a las expresiones del lenguaje de consultas que acabamos
de definir. Este conjunto borroso nos permitird ordenar los documentos de la base
documental D en funcién del cumplimiento de las expresiones de consulta.

Si en las expresiones de consulta no aparecen cuantificadores la parte seméantica
se define de la misma manera que en el modelo borroso (véase el apartado 5.3.4).
Por ejemplo, si consideramos la expresion de consulta ¢; V —t; entonces definimos el
conjunto borroso D = Sm (t; V —t;) € P (D) como

esmtv—t;) (d) = psmes) (d) V Tpisme,) (d) ,d € D

donde = es un operador de negacién borrosa v V es una tconorma'’.

10,3 pertenencia de los simbolos A y V a la sintaxis (i.e., expresiones de consulta) o a la semdntica
(i.e., operadores borrosos) es perfectamente clara a partir del contexto.
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En caso de que la consulta sea atomica; esto es, que venga dada por un tnico
término ¢;, vamos a calcular el conjunto borroso D = Sm (t;) utilizando el esquema
de pesado tf/idf, normalizado o no por longitud (véase el apartado 5.3.2):!

o (d) = prsme,) (d) = tf;; x idf;,d € D

Consideramos ahora el caso en el que la expresién de consulta contenga cuanti-
ficadores unarios. Sean fi, ..., fm expresiones de consulta, Q, € Q' un sfmbolo de
cuantificacion unario, y Qs (f1, - .., fm) la expresién de consulta en cuestion. Ademas,
supongamos que hemos especificado la semantica de (), mediante un cuantificador
semi-borroso @ : P ({1,...,m}) — I apropiado.

Sean Sm (f1),...,Sm (f) los conjuntos borrosos que denotan la semantica de
las expresiones fi, ..., fi,. Para cada documento d € D de la base documental pode-
mos construir un conjunto borroso Cy : {1,...,m} — I que indica el cumplimiento

de las expresiones de consulta fi, ..., fi:

Ca = {sm(r) (d) /1, psm(p,) (d) /m}

Sea F un QFM adecuado (por ejemplo, alguno de los planteados en esta memo-
ria). Como Cy es un conjunto borroso es posible aplicarle el cuantificador borroso
F(Q). De esta manera, definimos el conjunto borroso D € P (D) asociado a la

expresion de consulta Qs (f1, ..., fm) como:

1o (d) = psm(@q (1, f) (d) = F (Q) (Cy4) ,d € D

Expresiéon cuya interpretacion ya se explico en el apartado anterior cuando defini-
mos el lenguaje de consulta; esto es, “Q)s expresiones de consulta de fi, ..., f,, se

cumplen en el documento d”.

Consideraremos ahora la evaluacién de expresiones binarias. Sea @, € @ un

simbolo de cuantificacién binario y Qs ({(w1, f1), ..., (Wm, fm)) la expresién de con-
sulta que queremos evaluar. El conjunto de pesos wi, ..., w,, indica la importancia
de las expresiones de consulta f1,..., fi.

De igual manera que para el caso unario, construimos el conjunto borroso Cjy

COMmao:
Ca= {psm(p) (d) /1, psm(s) (d) /m}

Recordemos que para poder interpretar el esquema de pesado tf/idf como una funcién de

pertenencia hay que utilizar ¢fs e idf s normalizados de manera que tf; ; x idf; € [0, 1].



238 Capitulo 5. Cuantificacién borrosa en recuperacién de informacion

Representemos por W = {wy/1,...,w,/m} el conjunto de importancias de las
expresiones de consulta. Sea @ : P ({1,...,m})*> — I el conjunto borroso asociado a
@s. Definimos el conjunto borroso D € P (D) que indica el grado en que se cumplen
Qs de las expresiones f1,..., f,, con importancia wq, ..., w,, como:

1D (d) = [8m(Qu((@isf1 ) (wm ) (d) = F (Q) (W, Cy)

donde F es otra vez un QFM adecuado.

Ejemplo 49 Un usuario podria estar interesado en buscar documentos relativos a
la cuantificacion borrosa. Para ello podria plantear una consulta del siguiente tipo:

consulta = casi_-todos ( (MI, cuantificaciony , (MI, borrosa) , (M, cardinalidad) )

Donde el simbolo M1 indica “muy_importante” y el simbolo M “medianamente im-
portante”. Al simbolo M1 le podemos asignar la importancia numérica 1 y al simbolo
M la importancia numérica 0,5. Para calcular el resultado de esta consulta para un
documento d € D hacemos

HD (d) = HSm(consulta) (d>
= F (casi_todos) ({1/1,1/2,0,5/3},

9 {tfcuant... : idfcuant.../la tfborrosa : Z.dfbm"rosa/z tfcard... : idfcard.../3}>

El ejemplo anterior plantea que sean los usuarios los que definan la importancia
de los términos (o expresiones) utilizados en las consultas. Pero también se puede
plantear la definicién de las importancias de manera automatica, a partir de perfiles
de usuario (utilizados para definir los intereses de los usuarios), algin tipo de sistema
de aprendizaje, a partir de la distribucion de las frecuencias en la consulta textual,
etc.

A continuacion vamos a indicar una posibilidad que nos permitird combinar
cuantificadores binarios con el esquema de pesado ¢ f/idf, aunque la misma presenta
el inconveniente de que obliga a que las expresiones de consulta a las que se apli-
can los cuantificadores sean atémicas (es decir, términos). La propuesta que vamos
a hacer relaciona la interpretacién de las medidas tf/idf con la capacidad de la
cuantificacion para expresar criterios de importancia.

Hemos visto que el ¢f de un término es una medida particular para cada do-
cumento mientras que el idf es una medida global que depende de toda la base
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documental. Consideremos una consulta plana formada por los términos tq, ..., ,,.
Puesto que el idf es un factor global a toda la base documental y no particular a
un documento concreto, es razonable definir el conjunto borroso Cy, que representa
el cumplimiento de los términos t¢4,...,%, por parte del documento d; utilizando
unicamente el factor ¢f; es decir,

Jij
méthedj fk,j

o similarmente utilizando la normalizacién por longitud del ¢ f.

pey, (i) = (5.10)

La importancia de los términos de la consulta se puede calcular combinando el
factor idf con el tf de la consulta. De esta manera los términos con un idf bajo
se consideran poco importantes para la consulta en cuestiéon (ya que estos términos
son de poca calidad) y los términos con un idf alto se consideran muy importantes.

Definimos asi,
N+1
fia In

1) = — : ni 5.11
pw (L) méxy, eq frg (N +1) (5:11)

donde n; es el nimero de documentos que contienen el término ¢; y N el tamano

total de la base documental.

De esta manera podemos plantear
HSm(Qa (v () 2) w1t (d) = F(Q) (W, C) (5.12)

Parafraseando “Q términos importantes de la consulta se aplican a d;”.

En la expresion 5.10 también podemos incorporar el factor de normalizacion por
longitud.

Hemos experimentado esta aproximacién con buenos resultados, consiguiendo en
algunas ocasiones pequenas mejoras con respecto a la normalizacion por longitud.

En la siguiente seccién describimos los resultados experimentales que hemos ob-
tenido al utilizar el lenguaje de consulta que hemos planteado.

5.5. Experimentaciéon contra las bases de datos
del TREC

Una de las principales criticas de las aproximaciones borrosas a IR es que normal-
mente no pasan de ser propuestas tedricas, y pocas veces se plantea la evaluacion de
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las mismas aun a pequena escala. Por este motivo, no nos hemos limitado a definir
un modelo tedrico, sino que también hemos desarrollado la implementaciéon compu-
tacional de la propuesta para evaluar el rendimiento de ésta con experimentacién a
gran escala. Los primeros resultados, algunos de los cuales ya han sido presentados
en [34,35,67], demuestran que la propuesta es muy interesante y que permite obtener
en ocasiones mejoras importantes con respecto a las aproximaciones mas clasicas.

En la experimentacion hemos utilizado el corpus basado en el Wall Street Jour-
nal (WSJ) de la coleccion TREC, que contiene alrededor de 173.000 articulos de
noticias que abarcan un periodo de unos seis anos'?, y 50 consultas del TREC-3 [54]
(consultas #151-#200). Los documentos y las consultas han sido preprocesadas con
una lista de parada de 571 palabras comunes y el lematizador de Porter [76]. El fi-
chero invertido ha sido construido con la ayuda del paquete GNU mifluz [71], el cual
proporciona una libreria C+4 que permite la construccién y consulta de ficheros

invertidos.

Las consultas de la coleccion expresan una necesidad de informacion en lenguaje
natural. Aparecen divididas en tres partes: titulo, descripcion y narrativa. El titulo
de la consulta es una descripcion muy breve de la misma y normalmente esta formada
por menos de 10 términos. La descripciéon detalla un poco més el requerimiento de
informacion y suele tener alrededor de 30 términos. La narrativa detalla de una
manera precisa el requerimiento de informacién y tiene una longitud aproximada de

unos 100 términos. En la figura 5.3 se representa una consulta de la base de datos
del TREC.

En la experimentacion hemos utilizado un proceso automatico que transforma
las consultas del TREC a una representaciéon adecuada para nuestro sistema de
recuperacion de informacion basado en cuantificacion borrosa. Esto quiere decir que
este lenguaje de consultas no sélo podria ser usado de forma directa por los usuarios,
sino que también puede generar consultas cuantificadas a partir de lenguaje natural.

En la primera serie de experimentos que hemos lanzado hemos representado las
consultas del TREC por medio de una tnica clausula cuantificada (i.e., con un sélo
cuantificador) sin utilizar la potencia completa de nuestro lenguaje de consultas.
En la segunda serie de experimentos hemos representado las consultas del TREC
mediante una expresion de consulta compleja que utiliza distintos cuantificadores
simultdneamente. En una tercera bateria de experimentos hemos considerado el

12E] tamaiio total de la coleccién es de 524 Mb.
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TREC topic:

<title> Topic: Vitamins —The Cure for or Cause of Human Ailments
<desc> Description:

Document will identify vitamins that have contributed to the cure for
human diseases or ailments or documents will identify vitamins that have
caused health problems in humans:

<narr> Narrative:

A relevant document will provide information indicating that vitamins
may help to prevent or cure human ailments. Information indicating that
vitamins may cause health problems in humans is also relevant. A
document that makes a general reference to vitamins such as “good for
your health” or “having nutritional value” is not relevant. Information
about research being conducted without results would not be relevant.
References to derivatives of vitamins are to be treated as the vitamin.

Figura 5.3: Consulta del TREC

caso de cuantificaciéon binaria. Detallaremos més el proceso de construccion de las
consultas en breve, segtin vayamos describiendo los distintos experimentos.

Los esquemas de pesado con los que hemos experimentado son el ¢ f/idf basico y
el tf/idf normalizado por longitud. El esquema t f /idf bésico, aunque de rendimien-
to inferior al esquema tf/idf normalizados por longitud, es un enfoque clasico en
IR. Ademas, las normalizaciones por longitud son interesantes cuando trabajamos
con bases de datos amplias en las que las longitudes de los documentos son muy
dispares, pero su uso no es tan critico cuando las bases de datos estdn compuestas
por documentos de una longitud homogénea.

Hemos experimentado el rendimiento de los modelos de cuantificacion para los
cuales es esperable un mejor rendimiento: los QFMs FMP y F! basados en alfa-
cortes, el DFS F4 v el DFS F¢j, definido en [47, pag. 230]. De los DFSs definidos
en [47] hemos elegido el modelo F¢p, por ser el ejemplo paradigmético de DFS
estandar que no cumple la propiedad de propagaciéon de la borrosidad. No hemos
comprobado el rendimiento de los modelos M y M¢cx porque como consecuencia
del cumplimiento de la propiedad de propagacion de la borrosidad, estos modelos
no son adecuados para la realizacion de “agregaciones finas” de los resultados. En
la seccién 1.5 se puede encontrar méas informacién acerca de este problema.

A continuacién describimos el conjunto de experimentos realizados. Primeramen-
te detallaremos un conjunto de experimentos en los que hemos utilizado cuantifica-
cién unaria con una representacién de las consultas basada en una unica clausula
cuantificada. Seguidamente describiremos una serie de experimentos en los que he-
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mos utilizado cuantificacién unaria y varias clausulas cuantificadas. Finalizamos la
seccion describiendo como se pueden representar las consultas del TREC con cuan-
tificadores binarios, y algunos de los resultados iniciales que hemos obtenido con
esta propuesta.

5.5.1. Experimentacién con cuantificacion unaria y una tini-

ca clausula cuantificada

En la primera serie de experimentos hemos trabajado tinicamente con los titulos
de las consultas del TREC (tipica consulta corta tipo web). Después de preprocesar
las consultas, eliminando los términos de la lista de parada, y transformando los
restantes a sus raices gramaticales, construimos consultas del siguiente tipo:

casi_todos (t1,12,...,tm)

donde casi_todos es un simbolo de cuantificaciéon que tendremos que asociar pos-
teriormente a un cuantificador adecuado. Asi, la consulta representada en la figura
5.3 se transforma en la siguiente sentencia de nuestro lenguaje de consultas:

casi_todos (ailment, cure, human, vitamin)

De esta manera, la consulta planteada indicaria que los documentos que contienen

a “casi todos” los términos de la consulta son relevantes.

En nuestra experimentaciéon inicial hemos comprobado el rendimiento de “ver-
siones relajadas” del cuantificador nitido “al menos k” [67]:

0 : |Y|<k

al_menos k (V) = LYk

para todo Y € P (FE) nitido. En nuestro caso, |E| = m es el ntimero de términos

que aparecen en la consulta.

Las intuiciones tras la definicién de estas versiones relajadas del cuantificador
anterior es que los documentos que contienen menos de k términos deben ser mas
penalizados que los que contienen al menos k términos. Para ello, establecimos el
siguiente cuantificador semi-borroso:

Y| <k

] (Y]
al_menos_n relajado (Y) =< * |(YE ) vl
Y| >k

12
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0.8
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Figura 5.4: Ntumero borroso asociado al cuantificador al_menos_6_relajado.

para todo Y € P (F) nitido.

En la figura 5.4 se representa el cuantificador anterior para el caso kK = 6. Dado
un documento d que contenga 7 términos de la consulta, para valores de ¢ pequenos
obtendremos resultados de evaluacién muy bajos. Segin aumenta el valor de i la
mejora por cada término de la consulta a mayores que aparece en d se hace més
grande, hasta que para i > k la mejora se hace lineal. Intuitivamente, la utilizacion
de este tipo de cuantificadores en una consulta penaliza los documentos que tienen
pocos términos. Esto es, la mejora en el resultado de la evaluacién es mas pequena
cuando un documento pasa a tener de 0 a 1 términos de la consulta que cuando el
documento pasa a tener de 7 a 8 términos.

Los documentos relevantes, especialmente los largos, puede contener algunos
términos de la consulta simplemente por casualidad, sin que su tematica esté re-
lacionada con los intereses del usuario. Estos cuantificadores relajados tratan de

considerar esta circunstancia reduciendo su valor de similaridad.

Posteriores experimentos demostraron que la utilizacién de funciones potenciales
y exponenciales ofrece rendimientos superiores a los de las funciones “al menos k”.
Las definiciones que hemos utilizado son las siguientes:

VINF
potencial k (V) = (%)
ek‘|Y|

exponencial k (Y) = ~TE
ok

para todo Y € P (F) nitido.
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0.87

0.67

0.4

0.2

2 4 6 8 10
Figura 5.5: Ntumeros borrosos asociados a los cuantificadores potencial_2 y exponen-

cial_2.

La intuicién tras estas definiciones sigue siendo la misma que la del cuantificador
“al menos k relajado”. Nétese que la pendiente de estos cuantificadores indica cuanto
queremos que mejore el resultado de la evaluacién con el cumplimiento de cada nuevo
término de consulta. Por ejemplo, para un cuantificador potencial de exponente 2

esta mejora es cuadratica.

En la figura 5.5 se representan los niimeros borrosos asociados a estos cuantifi-

cadores para el caso k = 2.

Para cuantificadores unarios crecientes los QFMs FMP v FI v el DFS F¢y, coin-
ciden con la aproximacién de Yager basada en OWA [93]. En la primera serie de
experimentos hemos considerado la utilizacién de estos modelos y la del modelo F#
con el esquema de pesado ¢ f/idf bésico, sin normalizar por longitud:

; i log ;.
Hsmie,) (dj) = MéXy,ed; [x,j 10g N

para todo documento d; € D y todo término ¢; € 7. Recuérdese que las normali-
zaciones del esquema son necesarias para mantener los pesos en el intervalo [0, 1] y

poder interpretarlos como grados de pertenencia.

La medida de similaridad entre el documento d; y la consulta se plantea haciendo
Hm(@treto)) () = F(Q) ({smiq) (1) /11, - - sm(q) (tm) /tm })

Todos los modelos FMP FI Fop, v FA cumplen la propiedad de media para el
cuantificador identidad (véase el apartado 1.4.2). De esta manera, el cuantificador

potencial de parametro k = 1 generaliza el modelo vectorial. La generalizacion del
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Valor de k 1 2 3 4 5 6 8 10

Cuantificadores potenciales

Modelos FMP FL Fey,

Prec. media | 0.204 | 0.241 | 0.241 | 0.225 | 0.215 0.208 0.203 | 0.200

% mejora 185% | 185% | 104% | 5.8% | 23% | -00% | -1.8%
Modelo F4

Prec. media | 0.204 | 0.214 | 0.225 0.233 0.240 0.245 0.249 | 0.253

% mejora 54% | 101% | 14.7% | 17.8% | 20.6% | 22.2% | 24.1%

Cuantificadores exponenciales

Modelos FMP FI Fey,

Prec. media | 0.238 | 0.223 | 0.206 | 0.199 | 0.197 0.196 0.196 | 0.196

% mejora 16.7% | 95% | 11% | 23% | -34% | -3.7% | -3.7% | -3.7%

Modelo F4

Prec. media | 0.214 | 0.229 | 0.242 | 0.254 | 0.257 | 0.257 | 0.249 | 0.244

% mejora | 52% | 124% | 19.0% | 25.0% | 26.0% | 26.1% | 22.2% | 19.6%

Tabla 5.1: Resultados en consultas definidas a partir de los tifulos y esquema de pesado
tf idf basico

modelo vectorial nos permite garantizar el rendimiento del mismo a la vez que
manejamos un lenguaje de consulta muy expresivo.

La precision media del modelo vectorial para este tipo de consultas ha sido de
0,204. En la tabla 5.1 se muestran los resultados que hemos obtenido con los distintos
modelos sobre el top 1.000 de los documentos recuperados'®. El tanto por ciento de
mejora se calcula con respecto al resultado del modelo vectorial.

Noétese que en todos los casos se obtienen mejoras muy importantes sobre los
resultados ofrecidos por el modelo vectorial. En el caso de los modelos FMP FI
v Fon los mejores resultados se consiguen para los cuantificadores potenciales de
constantes 2 y 3, con mejoras superiores al 18 %. De los resultados de la experimen-
tacién también se concluye que el modelo F# tiene un comportamiento superior al
de los otros modelos, con mejoras superiores al 26 % para funciones exponenciales
de exponente 5 y 6. En la tabla 5.2 mostramos los mejores resultados obtenidos con
los modelos FMP FI vy Fey, contra los mejores resultados del modelo F4 para los

13En el foro TREC lo habitual es evaluar el rendimiento sobre los 1,000 primeros documentos
recuperados.
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FMD Ly Fey, FA
Exhaustividad | Cuantificador potencial, £ = 2 | Cuantificador exponencial, k = 6
0% 0.6597 0.6742
10% 0.5040 0.5232
20 % 0.4253 0.4373
30% 0.3483 0.3528
40 % 0.2784 0.2847
50 % 0.2226 0.2428
60 % 0.1770 0.1980
70 % 0.1273 0.1458
80 % 0.0892 0.1082
90 % 0.0495 0.0644
100 % 0.0105 0.0164
Prec. media 0.2411 0.2567
% mejora +6.5%

Tabla 5.2: Comparacién de los resultados de los distintos QFMs para todos los niveles

de exhaustividad.

distintos niveles de exhaustividad. Nétese que el modelo F4 se comporta mejor que
los otros modelos para todos los niveles de exhaustividad. Esto quiere decir que la
mejora es consistente, mejorando la distribucién de documentos relevantes a lo largo
de todo el ranking de 1000 documentos.

En un segundo conjunto de experimentos hemos considerado la utilizacion de

normalizacién por longitud en el esquema de pesado tf /idf.

P V= e
HSm(t;) \Gj) = mé«thedj ka 1+1n(1—(|—11_(37)namdl)) logN

Pero no hemos obtenido mejoras significativas con este planteamiento.

Tampoco hemos conseguido mejoras cuando construimos las consultas a partir
de la descripcién, de la narrativa, o al considerar todos los términos de la consulta
simultdneamente. Esto es, utilizando respectivamente los términos de la descrip-
cién o de la narrativa, o conjuntamente todos los términos de la consulta TREC

(independientemente de su pertenencia al titulo, descripcién o narrativa).

También hemos experimentado la inclusion de los ¢ fs de las consultas; esto es,
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la utilizacion del esquema de pesado:

N
Iz (d;) = Jiq fij tog n
Smft:) \%j MaXy, eq [h,g WXy ed; [r,jlog N

En este caso hemos obtenido alguna mejora pequefia al utilizar el modelo F#
y construir la clausula cuantificada a partir de todos los términos de la consulta
TREC. No reproducimos estos resultados debido a que las mejoras mencionadas no

son muy significativas (inferiores al 5% en el mejor de los casos).

5.5.2. Experimentaciéon con cuantificacion unaria y varias

clausulas cuantificadas

En la segunda serie de experimentos hemos trabajado conjuntamente con to-
das las partes en las que se dividen las consultas del TREC (titulo, descripcién y
narrativa). Cada una de las partes se ha utilizado para construir una cldusula cuan-
tificada unaria, combinando a continuaciéon los resultados de las mismas mediante
una tnorma. Por ejemplo, para la consulta textual presentada en la figura 5.3 hemos

construido consultas cuantificadas similares a la siguiente:

al menos 4(vitamin,cure,caus,humans,ailment) A
al menos 4(document,identifi,vitamin,contribut,cure,...) A

al menos 4(relevant,document,provid,inform,indic,...)

En la primera bateria de experimentos hemos analizado el rendimiento de los
cuantificadores “al menos n relajado”, potenciales y exponenciales para los QFMs
FMD Fl v los DFSs Fop, v FA. Para modelar la conjuncién hemos utilizado la
tnorma producto. De momento sélo hemos considerado la aplicacion del mismo tipo
de cuantificador en todas las clausulas de la consulta. Por ejemplo, en la utilizacién
de cuantificadores potenciales utilizamos siempre el mismo exponente para definir
el cuantificador que se aplica a los titulos, descripciéon y narrativa.

En la tabla 5.3 mostramos los resultados que hemos obtenido al utilizar esta
aproximacién y el esquema tf/idf basico. El tanto por ciento de mejora se calcula
en todos los casos con respecto a los resultados obtenidos con cuantificadores poten-
ciales de exponente 1 (esto es, cuantificadores “identidad”). Para este caso hemos

obtenido una precisién media de 0,257.
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Q (titulo) NQ (descripcion) ANQ (narrativa)

Valor de k 1 2 3 4 5 {] 8 10

Cuantificadores potenciales

Modelos FMP FI Fey,

Prec. media | 0257 | 0.286 | 0263 | 0.237 | 0226 | 0.212 | 0.197 | 0.184
% mejora 11.2% | 23% | -80% |-12.3% | -17.4% | -23.3% | -28.4%
Modelo F4
Prec. media | 0.257 | 0.267 | 0275 | 0.281 | 0282 | 0286 | 0.292 | 0.293
% mejora 36% | 70% | 92% | 98% | 11.1% | 134% | 13.8%

Cuantificadores exponenciales

Modelos fMD, fI, f(jh

)
]
o
L
)

Prec. media | 0.106 0.100 0.098 0.096 0.095 0.094

9
% mejora -58.8% | -61.0% | -61.9% | -62.5% | -63.0% | -63.4% | -63.8% | -63.9%

Modelo FA

Prec. media | 0.256 0.263 0.253 0.239 0.227 0.216 0.192 0.169

% mejora B39% | 23% | -1.8% | -7.2% | -11.9% | -16.1% | -25.5% | -34.2%

Cuantificadores al menos k

Modelos FMP FL Fey,

Prec. media | 0.257 0.272 0.276 0.275 0.278 0.280 0.285 0.286
% mejora 5.8% 7.3% 6.9% 8.1% 9.0% 10.8% | 11.3%
Modelo F4
Prec. media | 0.257 0.265 0.267 0.267 0.267 0.267 0.267 0.267
% mejora 30% | 36% | 3.6% | 36% | 3.6% | 36% | 3.6%

Tabla 5.3: Comparacién de los resultados al considerar varias cldusulas cuantificadas.
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Exhaustividad | Modelo vectorial | F# (cuantificador potencial, k = 10)
0% 0.6354 0.7769
10% 0.4059 0.5933
20% 0.3188 0.4976
30 % 0.2382 0.4027
40 % 0.1907 0.3190
50 % 0.1383 0.2786
60 % 0.0885 0.2165
70 % 0.0530 0.1622
80 % 0.0320 0.1050
90 % 0.0158 0.0644

100 % 0.0019 0.01724
Prec. media 0.1697 0.2928
% mejora 72.54 %

Tabla 5.4: Comparacion de los resultados del modelo vectorial con los mejores resultados

obtenidos al utilizar varias cldusulas cuantificadas.

Los incrementos de precisién obtenidos con respecto a este caso base al modificar
los cuantificadores son en ocasiones bastante importantes. Notese ademas que la
estrategia que se ha planteado se aplica de una manera automatica, por lo que se
demuestra que el lenguaje de consulta que se propone no es sélo interesante para
su utilizaciéon de modo interactivo, sino que también tiene mucho que decir en la
transformacién automatica de las expresiones de consulta textuales.

En la tabla 5.4 comparamos los mejores resultados que hemos obtenido mediante
esta estrategia con los mejores resultados obtenidos cuando aplicamos el modelo
vectorial conjuntamente a todos los términos de la consulta TREC. Nétese la mejora
obtenida en la precision gracias a la utilizacién del lenguaje de consultas basado
en cuantificacion borrosa. En este caso se demuestra la superioridad de nuestra
aproximacién sobre la basada en el modelo vectorial, que solo es capaz de manejar
“consultas planas” sin capacidad para estructurar los términos en modo alguno.

También hemos experimentado la utilizacion de la tnorma minimo en vez del
producto para el modelado de la conjuncién de los cuantificadores, pero los resulta-
dos han sido inferiores a los que hemos presentado. En otra bateria de experimentos

hemos sustituido las tnormas por operadores compensatorios [64,65], pero el rendi-
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miento ha sido bastante inferior al obtenido con la tnorma producto. Esto coincide
con las consideraciones expuestas en [64], trabajo en el que se refleja la problemética
de estos operadores para IR.

En una tdltima bateria de experimentos hemos considerado la inclusion de los ¢ f's
de las consultas (tal como se ha explicado en el apartado anterior). Los resultados
que hemos obtenido han sido ligeramente superiores a los que hemos presentado. En
este caso, los mejores resultados los hemos conseguido para el mismo caso que en los
experimentos anteriores, utilizando cuantificadores potenciales de exponente 10. La
precisién media de este experimento ha sido del 29.92 %, representando una mejora
de aproximadamente el 2% con respecto al caso en el que no se considera el ¢f de
la consulta (resultados de la tabla 5.4).

En este momento no hemos experimentado todavia la aplicacién de distintos
cuantificadores a los distintos componentes de la consulta, experimentacion que
esperamos abordar en el futuro cercano. Sobre este punto nos parece importante
resaltar que el interés principal de estos experimentos es que demuestran la utilidad
de los lenguajes de consulta que incorporan cuantificadores borrosos en el dominio
de IR, permitiendo obtener en ocasiones mejoras muy importantes.

En un segundo conjunto de experimentos hemos considerado la utilizacion de
normalizacién por longitud en el esquema de pesado tf/idf. Los resultados se mues-
tran en la tabla 5.5.

En este caso, la comparaciéon de los mejores resultados obtenidos con esta estrate-
gia con los mejores resultados obtenidos mediante la aplicacién del modelo vectorial
sobre una consulta plana (véase la tabla 5.6) no ofrece mejoras de rendimiento
comparables al caso del esquema de pesado que no considera la normalizacién por
longitud. Aun asi, hemos obtenido algunas mejoras de cierta relevancia.

En definitiva, estos experimentos demuestran que la aproximacion es operativa,
competitiva con el estado del arte y, en algunos casos, superior a modelos de alto

rendimiento.

5.5.3. Experimentacién con cuantificacion binaria

En la dltima serie de experimentos hemos buscado la manera de aplicar cuanti-
ficacion binaria. Para ello hemos combinado el esquema de pesado planteado en las
expresiones 5.10, 5.11 y 5.12, modificado para incluir la normalizacién por longitud,
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Q (titulo) NQ (descripcion) AQ (narrativa)

Valor de k 1 2 3 4 5 6 8 10

Cuantificadores potenciales

Modelos FMP FL Fey,

Prec. media | 0.398 0.318 0.258 0.225 0.208 0.197 0.183 0.176
% mejora -20.0% | -35.2% | -43.5% | -47.8% | -50.4% | -53.4% | -55.7%
Modelo F4
Prec. media | 0.398 0.399 0.394 0.387 0.381 0.375 0.356 0.344
% mejora 0.3% 11% | 28% | 41% | -5.7% | -10.5% | -13.6%

Cuantificadores exponenciales

Modelos FMP FL Fey,

Prec. media | 0.102 0.096 0.095 0.095 0.095 0.095 0.095 0.095

% mejora -74.4% | -76.0% | -76.2% | -76.2% | -76.2% | -76.2% | -76.2% | -76.2%

Modelo F4

Prec. media | 0.386 0.378 0.355 0.319 0.278 0.233 0.175 0.146

% mejora 3.0% | -5.0% |-108% | -19.8% | -30.1% | -41.3% | -56.1% | -63.4 %

Cuantificadores al menos k

Modelos FMP FI Fey,

Prec. media | 0.398 | 0.380 | 0.367 | 0.349 | 0.340 | 0.336 | 0.328 | 0.323
% mejora 45% | -78% |-12.3% | -145% | -154% | -17.6 |-18.7%
Modelo F#

Prec. media | 0.398 | 0.399 | 0.399 | 0.399 | 0.399 | 0.399 | 0.399 | 0.399
% mejora 23% | 23% | 23% | 23% | 23% | 23% | 23%

Tabla 5.5: Comparacién de los resultados al considerar varias clausulas cuantificadas y

normalizacién por longitud.
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Exhaustividad | Modelo vectorial | F* (cuantificador potencial, k = 2)
0% 0.8741 0.8591
10% 0.7211 0.7262
20 % 0.6159 0.6520
30 % 0.5074 0.5383
40 % 0.4380 0.4494
50 % 0.3673 0.3693
60 % 0.3186 0.3149
70 % 0.2461 0.2544
80 % 0.1761 0.1884
90 % 0.1122 0.1274

100 % 0.0374 0.042
Prec. media 0.3858 0.3986
% mejora %3.33

Tabla 5.6: Comparacion de los resultados del modelo vectorial con los mejores resultados
obtenidos al utilizar varias cldusulas cuantificadas cuando se considera la normalizacion

por longitud del tf.

con cuantificadores binarios. Planteamos la siguiente variacion de la expresion 5.10:

L+l + In(fiy)) (1-s)

lucdj (tt)

dl
(1—8)+ 55k 1+ In(1 + In(maxdl)))
Recordemos que la subexpresion W se corresponde con la normalizacion
—S8 )

avgq
(1—s)
T+in(1+In(mazdl)))

normalizar el factor anterior al intervalo [0, 1] (véase el apartado 5.3.2).

por longitud del ¢f, mientras que la subexpresion se utiliza para

La importancia de los términos de consulta se define en funcién de sus apariciones
en la consulta y su valor global de idf siguiendo la expresién 5.11 de la siguiente
manera:

N+1
fi,q ln n;

ti) = —; :
pw (1) méxy cq frg (N +1)

Y la semdntica que se asocia a las consultas es la siguiente (véase la expresion
5.12):
HSm(@u (e (1)1} sl () 1)) () = F(Q) (W, i)

El cuantificador semi-borroso @ : P (E)> — I debe modelar la intuicién “Q
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Prec. media | % mejora

Titulo

Vectorial con

normalizacién por longitud 08177
FMD 0.2498 -21.37%
Fr 0.2814 -11.43 %
FA 0.3065 -3.52%
Fen 0.0393 87.63 %

Tabla 5.7: Comparacion de los resultados del modelo vectorial normalizado por longitud
con los resultados de los distintos QFMs para consultas construidas a partir de los titulos
de las consultas TREC.

términos de la consulta con importancia W son relevantes en el contexto del docu-
mento d;”. Esto es, el conjunto borroso W modela la importancia de los términos
para la consulta y el conjunto borrosos Cy; refleja la importancia para el documento.

La opcion natural consiste en utilizar cuantificadores proporcionales. Hemos con-

siderado los siguientes tipo de cuantificadores:

k
|Y1ﬂY2|
potencial k (Y7,Y3) = < Y1l ) ige

1 Yi=0

H(r)
exponencial k (Y1,Y3) = ek Vi# 9o
1 Yi=0

que son los andlogos de los cuantificadores potenciales y exponenciales unarios.

Hemos lanzado algunas baterfas de experimentos con los QFMs FMP v Fly
con los DFSs F4 y F.,. En la primera serie de experimentos hemos estudiado el
rendimiento de esta aproximaciéon cuando construimos las clausulas cuantificadas a
partir de los titulos de la consulta TREC. Los mejores resultados para todos los
QFMs los hemos obtenido en el caso en el que utilizamos cuantificadores potenciales
de exponente 1 (cuantificador “identidad”). En la tabla 5.7 podemos ver la precision
media obtenida con los distintos QFMs y este tipo de cuantificadores.

Esta serie de experimentos iniciales parece indicar que s6lo el DFS F4 es capaz de
competir con el modelo vectorial normalizado por longitud. Los resultados obtenidos
con los QFMs FMP y FI va muestran ciertas diferencias con respecto a los obtenidos
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con el modelo vectorial, perdiendo el QFM F! un 11,4 % de rendimiento y el QFM
FMD un 21,4 %.

Los peores resultados sin duda los hemos obtenido con el DFS Fgp. Con el
esquema de pesado que hemos planteado en este apartado este modelo simplemente
no produce resultados validos. La precision media que hemos obtenido utilizando un
cuantificador binario proporcional definido a partir de un nimero borroso lineal y
consultas construidas a partir de los titulos es inferior al 4 % (nétese que la precisiéon
del modelo vectorial para este caso es de casi el 32 %).

Como el modelo F# sélo ha ofrecido resultados ligeramente inferiores a los del
modelo vectorial, hemos decidido lanzar nuevas baterias de experimentos utilizando
unicamente este modelo. En estas baterias hemos considerado la construccion de las
clausulas cuantificadas utilizando la parte de descripcion de las consultas TREC,
utilizando todos los términos de la consulta TREC simultdaneamente, y utilizando
varias clausulas de consulta, tal como describimos en el apartado anterior. Sélo he-
mos considerado la utilizacion de cuantificadores potenciales. La tabla 5.8 muestra
los mejores resultados obtenidos con este modelo para las consultas construidas a
partir del titulo, la descripcién o de toda la consulta TREC; y el resultado particular
de una consulta formada por varias clausulas en la que aplicamos un cuantificador
de potencia 1 al titulo y cuantificadores potenciales de exponente 6 a la descripcion
y la narrativa'?. Es notable que los resultados que se presentan apenas muestran
diferencias entre esta aproximacion y la del modelo vectorial normalizado por lon-

gitud.

También nos parece destacable que el modelo F4 se ha comportado de manera
muy estable en la experimentacién, presentando pocas diferencias en los resultados
ante la modificacién del exponente de los cuantificadores potenciales.

Debido a los malos resultados que hemos obtenido con el modelo Fgj, hemos
decidido lanzar una serie de experimentos adicional utilizando el siguiente esquema

de pesado para el conjunto de importancias:

N+1

t;) = 0,5+ 05— .
pw (L) Maxs, eq frg In(N+1)

Este esquema de pesado intenta corregir el comportamiento del modelo teniendo

14Este es el caso en el que hemos obtenido mejores resultados para este tipo de consultas. No he-
mos realizado una experimentacion exhaustiva con este tipo de consultas, aunque los resultados de
los que disponemos son practicamente idénticos para todas las combinaciones que hemos probado.
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Prec. media | % mejora
Titulo
Vectorial con
0.3177
normalizacién por longitud
DFS F4
0.3065 -3.52%
Cuantificador potencial exponente 1
Descripcién
Vectorial con
0.2369
normalizacién por longitud
DFS FA
0.2495 5.32%
Cuantificador potencial exponente 8
Titulo + Descripcion + Narrativa
Vectorial con
0.3858
normalizacién por longitud
DFS 4
0.3880 0.57 %
Cuantificador potencial exponente 8
3 Clausulas
DFS FA
Titulo: Cuantificador potencial exponente 1
03922 1.08 %

Descripcién: Cuantificador potencial exponente 6

Narrativa: Cuantificador potencial exponente 6

Tabla 5.8: Comparacién de los resultados del modelo vectorial normalizado y el QFM

FA.
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en cuenta la interpretacion subyacente del mismo basada en conjuntos trivaluados.
Aunque los resultados con este esquema de pesado mejoran, el comportamiento del
mismo sigue siendo muy inadecuado, con una pérdida de precisiéon media cercana al
50 % con respecto al modelo vectorial. Notese ademads que este tipo de transformacio-
nes no debiera ser necesaria para la aplicacion de cuantificacién borrosa en dominios
practicos, ya que se estd acudiendo a la interpretacion subyacente del modelo para
modificar los conjuntos borrosos a los que se aplica, aun cuando el comportamien-
to del modelo deberia ser muy adecuado como consecuencia del cumplimiento del
marco axiomatico de los DFS y el conjunto amplio de propiedades de adecuacion
adicionales que cumple este modelo.

5.6. Resumen de los resultados de la experimen-

tacion y conclusiones

En este capitulo hemos mostrado como se puede utilizar cuantificacién borrosa
en la tarea de recuperacién de la informacién. Hemos propuesto un lenguaje de
consulta que extiende el modelo borroso con cuantificadores unarios y binarios, de
gran potencia expresiva. Ademads, hemos lanzado una serie de experimentos iniciales
contra las bases de datos del TREC, con muy buenos resultados.

Aunque la evaluacién de los modelos ha de dar todavia més frutos, los resultados
experimentales ya indican que la cuantificacion borrosa tiene mucho que decir en
el ambito de IR. Sobre este punto no se deberia olvidar que la intencién final del
desarrollo que hemos presentado es la de manejar lenguajes de consulta expresivos
al mismo tiempo que se garantiza el alto rendimiento del modelo vectorial, hecho
que hemos confirmado tanto desde el punto de vista tedérico como desde el punto de
vista practico, con la experimentacion contra las bases de datos del TREC. En este
sentido las mejoras de rendimiento que hemos conseguido en algunos de los expe-
rimentos realizados son bastante importantes. Por otro lado tampoco pretendemos
aqui determinar con exactitud los cuantificadores concretos que optimizan el rendi-
miento sino mostrar que nuestros métodos son operativos y mas aun competitivos

con el estado del arte.

Resumimos a continuacion las principales aportaciones que hemos realizado en
este capitulo:
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= El lenguaje de consulta propuesto presenta una capacidad expresiva superior
a la del modelo booleano extendido, al superponer cuantificacién unaria y

binaria sobre el modelo borroso.

= Superamos las limitaciones de rendimiento de los modelos basados en el modelo
booleano extendido. Para el cuantificador semi-borroso identidad, los QFMs
que se plantean en esta memoria generalizan el modelo vectorial, por lo que
siempre podremos igualar los resultados de éste. Ya hemos mencionado que
este es el gran problema de las aproximaciones analizadas al principio de este
capitulo, debido a que los operadores con los que se evalian las expresiones de

consulta no son competitivos con el modelo vectorial.

= Ademds, en la experimentacién contra las bases de datos del TREC hemos
demostrado, utilizando las herramientas de evaluaciéon propias del ambito de
IR, que los modelos basados en cuantificacion borrosa pueden obtener mejoras

de rendimiento importantes en la tarea de recuperacion de informacién bésica.

= Un punto muy importante es que hemos comenzado la experimentacion de
la utilidad de la cuantificacién binaria en la tarea de recuperacién de infor-
macion basica. En este sentido, hemos obtenido resultados aceptables en la
comparacion de los rendimientos del modelo vectorial con pesos normaliza-
dos por longitud y de los QFMs FMP v FI: vy resultados comparables para
el DFS F4. En las secciones 5.4.2 y 5.4.3, en las que describimos el lenguaje
de consultas, hemos mostrado algunos ejemplos que apuntan que la cuantifi-
cacion binaria tiene mucha utilidad en el dominio de IR. Huelga decir que el
modelo vectorial no proporciona ningin mecanismo para manejar este tipo de

consultas.

= Ademds, hemos demostrado la utilidad de los QFMs definidos en esta memoria
en un entorno practico. Los resultados obtenidos refuerzan nuestra intuicién
de que los modelos que hemos definido son mas ttiles que los DFSs definidos
en [47]. En particular, el DFS Fgy, modelo paradigmético de DFS 1itil para
las aplicaciones, no produce resultados validos cuando se utiliza con cuantifi-

cadores binarios en el entorno de IR.

Como trabajo futuro, nos plantearemos el estudio de la aplicacion de cuanti-

ficacion borrosa en otras tareas de IR. En particular, creemos que el lenguaje de
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consultas puede ser muy util para la tarea de recuperacion de pasajes [62] (utili-
zando el poder de la cuantificacién binaria para aplicar consultas a distintas partes
del documento). No obstante, la expresividad del lenguaje que hemos presentado
nos hace creer que otras tareas tales como la realimentacion de relevancia [53] o
la deteccion de la novedad [1] también se pueden beneficiar del planteamiento que

hemos realizado.



Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

En esta tesis presentamos algunas de nuestras aportaciones al ambito de la cuan-
tificacién borrosa tanto desde el punto de vista tedrico como aplicado. Primeramente,
hemos definido una serie de modelos de cuantificacién que exhiben un sélido com-
portamiento tedrico. A través de la clasificacién de cuantificadores, hemos realizado
un estudio exhaustivo de la expresividad manejable mediante cuantificacién borro-
sa. También hemos planteado la utilizacién de cuantificacion borrosa para aumentar
la potencia de los lenguajes de consulta utilizados en recuperacién de informacion,
con muy buenos resultados empiricos. Resumimos a continuacién los resultados mas

relevantes presentados en la tesis.

El primer punto que nos parece resenable es la completa revisién bibliogréfica de
las aproximaciones a la cuantificacién borrosa. Esta revisiéon abarca las propuestas
mas importantes realizadas hasta la fecha, incluyendo por primera vez un analisis
critico de las planteadas en [22,45,47,80].

El analisis que hemos llevado a cabo en esta revision confirma que la mayoria
de las propuestas que se han planteado hasta el momento no resuelven el problema
de la cuantificacion borrosa, razén por la cual creemos que las propuestas para el
modelado de la cuantificaciéon que hemos realizado en esta memoria son de mucho

interés.

Con respecto al modelado de la cuantificacién borrosa, hemos planteado tres
mecanismos de borrosificacion de cuantificadores (QFMs) basados en una interpre-
tacion probabilistica de los conjuntos borrosos. El primer QFM que proponemos,

el modelo F4, sigue la interpretacién de los conjuntos borrosos basada en verosi-

259
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militudes. Los otros dos QFMs, los modelos FMP y F! siguen la interpretacion
de conjuntos borrosos basada en conjuntos aleatorios y se enmarcan dentro de un
marco probabilistico que nos permite definir otros modelos!. Ademés, hemos confir-
mado con un analisis tedrico riguroso el buen comportamiento de estos modelos y
propuesto soluciones algoritmicas eficientes para los mismos.

Por lo que sabemos, el QFM F4 es el tnico mecanismo de borrosificacion de de-
terminantes (DFS) no estdndar que se conoce. Las propiedades a mayores del marco
axiomatico de los DFSs que verifica este modelo le garantizan un comportamiento
excelente, bajo nuestro punto de vista mejor que el de los modelos propuestos en [47]
(véase la revision bibliografica de estos modelos realizada en la seccién 1.5.7). Como
contrapartida, el QFM F# estd limitado a referenciales de cardinalidad finita. No

obstante, esto no es muy limitativo para muchas aplicaciones practicas.

Por su parte, aunque los QMFs FMP v FI no cumplen el marco axiomatico de
los DF'Ss, su comportamiento tedrico sigue siendo muy bueno. Ademds, estos QFMs
tienen una interpretaciéon subyacente que quizas sea algo mas natural que la del

QFM FA. También es destacable que los QFMs FMP v FI no estén limitados a
conjuntos finitos.

Nuestra opinion es que el no cumplimiento del marco axiomatico de los DFSs
por parte de los modelos FMP y FI no los hace en la practica inferiores a estos
(véase la seccion 3.3.2 donde se analizan las propiedades de estos modelos). Por una
parte creemos que su interpretacién probabilistica subyacente puede ser muy 1til
a la hora de combinar la cuantificacién borrosa con otras aproximaciones basadas
en probabilidades (y hemos visto al final del capitulo 3 algunos ejemplos que de-
muestran este potencial). Por otra parte, recordemos que los modelos que verifican
el marco axiomatico de los DFSs tampoco estan exentos de problemas. Los DFSs
estdndar que cumplen la propiedad de propagacién de la borrosidad (por ejemplo,
los modelos de comportamiento tedrico excelente Mcx y M [47]) no son vélidos
para muchas aplicaciones. Con respecto a los DFSs estandar que no cumplen la
propiedad de propagacion de la borrosidad, nos parece muy importante senalar que
el rendimiento de los QFMs FMP y FI en los experimentos de IR realizados con
cuantificadores binarios (capitulo 5), aunque inferior al del DFS F4, ha sido muy

Matizamos de nuevo que el QFM FMP es una variacién del modelo planteado en [80, seccién
3.3.2. y seccién 3.4.1.], [22, pag. 37] en la que lo adaptamos al marco de trabajo basado en cuanti-
ficadores semi-borrosos y eliminamos la problemética normalizacion de los conjuntos borrosos que
se utiliza en su definicién original.
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superior al del modelo F* [47, pag. 230], ejemplo paradigmético de “modelo 1itil”
que no propaga la borrosidad. De esta manera ninguno de los ejemplos paradigmati-
cos de DFSs estandar Moy, M o F¢" es vélido para uno de los campos en los que

la cuantificacién borrosa parece tener més futuro.

Otro punto muy importante a favor de estos modelos es que su interpretaciéon
probabilistica nos permite un tratamiento alternativo muy natural de las situaciones
de indeterminacién o no aplicabilidad. En la parte final del capitulo 3 explicamos
por qué el tratamiento de estas situaciones es importante, y la técnica que nos
permite modificar los QFMs de interpretacién probabilistica para tener en cuenta

estas situaciones.

Un aspecto distinto del trabajo realizado pero de no menos interés es la cla-
sificacion de cuantificadores semi-borrosos que hemos planteado en el capitulo 4.
Dicha clasificacién supera ampliamente la dicotomia absoluto/proporcional de Za-
deh, al incluir distintos tipos de cuantificadores comparativos de diversas aridades,
cuantificadores que generalizan algunos indices estadisticos, etc. Esta clasificacion
es importante porque el campo de la cuantificacién borrosa carecia de un analisis de
la expresividad que puede manejar suficientemente maduro.

La clasificacion de cuantificadores es sin duda de aplicacion en diversos ambitos.
El campo de las bases de datos borrosas [13,14] o el de la recuperacién de informacién
[9,10] se pueden ver directamente beneficiados de esta propuesta, ya que la misma
permite aumentar la potencia de los lenguajes de consulta con algunas expresiones
que hasta ahora no estan siendo consideradas. Con respecto a esta clasificacion,
al final del capitulo 4 hemos explicado que la misma nos ha permitido identificar
algunas expresiones temporales borrosas que no habian sido tratadas hasta este

momento.

No nos hemos limitado, en cualquier caso, a la propuesta tedrica y estudio de
modelos; al contrario, hemos estudiado la utilidad de nuestras propuestas en la tarea
basica de recuperacién de informaciéon. Hemos propuesto un lenguaje de consulta
de una gran potencia expresiva que extiende el lenguaje borroso con cuantificadores
unarios y binarios. También hemos contrastado con experimentacién a gran escala
contra las bases de datos del TREC la aproximacion planteada con muy buenos re-
sultados. Nos parece muy importante senalar que, para los QFMs que hemos definido
en esta memoria, la propuesta garantiza el objetivo no alcanzado por las alterna-
tivas booleanas extendidas al modelo vectorial, de aumentar la expresividad de los
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lenguajes de consulta a la vez que se mantiene el excelente rendimiento de éste. Ni
que decir tiene que la propuesta basada en cuantificacién borrosa es mucho mas ex-
presiva que las basadas en el modelo booleano extendido. Ademaés, para algunos de
los experimentos presentados, hemos conseguido mejoras de rendimiento realmente

notables.

Con respecto a la utilizacién de cuantificacion binaria en IR, queremos resaltar
de nuevo que en estos momentos todavia estamos en una etapa inicial del estudio
de sus posibilidades. No obstante, creemos que el futuro de la cuantificacion binaria
en el campo de IR es muy prometedor. Nétese que, para el DFS F4, los resultados
que hemos obtenido son comparables a los del modelo vectorial normalizado por
longitud, referente de rendimiento del campo. Y en el caso de la cuantificacion binaria
no estamos generalizando el modelo vectorial, como en el caso de la cuantificacion
unaria, con lo que las dos aproximaciones (vectorial y cuantificada) se convierten en
alternativas distintas pero de resultados comparables.

Esta implementacién y experimentacién, siguiendo la metodologia y herramien-
tas estandar en recuperacion de informacion, es una caracteristica diferenciadora de
esta tesis y supone un valor anadido para el campo de cuantificacion borrosa en
recuperacion de informacién, cuyas aplicaciones, hasta la fecha, son principalmente
propuestas tedricas que a lo sumo plantean experimentacién a muy pequeia escala.

Para finalizar, vamos a recordar algunos de los puntos abiertos mas importantes
acerca de la cuantificacién borrosa, todos ellos explicados en el desarrollo de esta

memoria.

Quizéas el punto abierto mas importante es analizar si existe alguna posibilidad
para la definicién de DFSs distinta de los DFSs estdandar v del DFS F4. En la
actualidad no disponemos de resultados.

También nos parece tremendamente importante avanzar en el estudio de la cuan-
tificacién sobre dominios continuos (por ejemplo, tiempo o espacio). No es dificil
generalizar muchos cuantificadores semi-borrosos interesantes al dominio continuo,
pero en esta memoria no hemos intentado profundizar en estos temas. No obstante,
nuestra intencién es estudiar este tipo de cuestiones en el futuro inmediato.

Un aspecto quizas no tan relevante como los anteriores pero de indudable in-
terés es el estudio de la adecuacién real de los modelos F4 v Mex [47, pag. 206]
para la evaluacion de expresiones con cuantificacién anidada. Aconsejamos al lector
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consultar el capitulo 4 para mas detalles. Intuitivamente, si estos modelos no son
adecuados para el modelado de este tipo de cuantificacién, las dos “construcciones”
que se pueden plantear para modelar estas expresiones ofreceran resultados distintos.

El estudio de las expresiones que se pueden modelar mediante cuantificacion
enraizada [46, pdg. 142] también es de interés. El planteamiento del modelado de
la cuantificaciéon enraizada borrosa es muy reciente y hasta nuestro conocimiento
todavia no se ha estudiado qué tipo de expresiones pueden ser més tutiles para las
aplicaciones. En este momento no conocemos ningin intento de utilizar cuantifica-

cion enraizada en un dominio practico.

Con respecto al estudio de las posibilidades de la cuantificacion borrosa en otros
ambitos de IR, creemos que el lenguaje de consultas puede ser muy 1til para la tarea
de recuperacién de pasajes [62], aunque posiblemente otros dmbitos tales como la
realimentacion de la relevancia [53] o la deteccién de la novedad [1] también se
podran beneficiar del planteamiento que hemos hecho.

Un aspecto sobre el que ya hemos empezado a trabajar pero que no hemos pre-
sentado en esta memoria es el desarrollo de algoritmos eficientes pare la evaluacion
de expresiones cuantificadas en el dominio temporal. Las soluciones algoritmicas que
hemos planteado en el apéndice B pueden ser demasiado lentas para la evaluacion
de expresiones en el dominio temporal. En este sentido en [30] hemos planteado
una solucion algoritmica que permite evaluar expresiones temporales con el modelo
F! de manera eficiente, la cual se adapta, de manera sencilla, al modelo FMP. El
planteamiento de soluciones eficientes para otros modelos, incluido el modelo F4,

es ahora mismo un problema abierto.

En el futuro intentaremos profundizar en el estudio de los puntos que hemos
comentado. Y como se refleja, también estamos muy interesados en el trabajo en
aplicaciones. Creemos que el campo de la cuantificacién borrosa ha alcanzado un
nivel de madurez suficiente para decidir qué modelos utilizar de una manera objeti-
va, en funcién de los requisitos de las aplicaciones. Por esta razén la utilizacion de
cuantificacion borrosa en recuperacién de informacién, en razonamiento temporal
borroso, en mineria de datos o en bases de datos borrosas continuaran siendo para
nosotros de interés primordial. En este sentido la utilizacion de los mecanismos de
cuantificacion borrosa aqui planteados como método de extension borrosa de opera-
dores nitidos (operadores de interés en razonamiento temporal, procesado de senal,
recuperacién de informacién, ...), es ya un buen indicio en el que nos proponemos
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profundizar en el futuro.



Apéndice A

Analisis de propiedades de los
QFMs F4, L y FMD

A.1. Modelo FA

En este apartado analizamos las propiedades del modelo F4. Primeramente de-
mostramos que el modelo F4 es un DFS para después analizar otras propiedades
adicionales que cumple este modelo.

Previamente demostraremos algunos resultados que necesitaremos mas adelante.

En primer lugar estableceremos los operadores inducidos por el modelo:

Lema 1 Se cumple:

1) FA(idy) (x) = idy ().

2) FA (=) == (x) = (donde con = se denota la negacion estandar).
3) FAA (A

4) .7-"’4( ) (xl,:zrg) = SFA(N) (Fzy, 2xp) = 11 + 29 — 11 X X9, €5 decir, la funcidn de

) (1, x2) = m1 X To; es decir, la tnorma producto

disyuncion inducida es la dual de la operacion de conjuncion inducida. En este caso
la tconorma probabilistica.

5) FA (=) (21, 29) = 1 — 21 + 21 * x2: En este caso la funcidn de implicacién Re-
chenbach.
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Demostracién. 1) FA (idy) = idy. Nétese que

Qia, ({1}) = idy (n™' ({1})) = ids (1) =1
Qia, (D) =idy (07" (@) =id2 (0) =0

Entonces,

FA(idy) (z) = F4(Qiay) (1 ()
= F*(Qia,) {/1})
= > my (V) Qia, (Y)

YeP({1})
= Myz1y (9) Qid, (D) + myapry ({1}) Qia, ({1})
= (1= prgayny (1)) X 04 prgzny (1) x 1
= iga/1y (1)

=T

= idy (x)

con lo que FA (idy) = idy es la funcién identidad.

2) = = FA () es la negacion estandar. Nétese que

Q-({1H==-("({1}) =-(1)=0
Q-(2)==(n""(2)) =~(0) =

Entonces,

FA(R) () = FAQ-) (n(x))
— FAQ-) ({=/1})
= Y mpm (V)Q-(Y)

YeP({1})
= M1y (D) Q- (D) + myzny ({11) Q- ({1})
= (1= prgayny (1)) X 14 pugapry (1) X 0
= (1 - pge/y (1))
=(1-u)

::(:L‘)

con lo que F4 (—) = = es la funcién de negacién estandar.
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3) A= FA(A) es la tnorma producto. Nétese que

Qn(2)=A(n" (o)) =A(0,00=0
Qn{1)=A(n"({1}) =1r(1,0)=
Qn({2H=A (" ({2}) =1 (0,1) =

Qr({1,2) =A (" ({1,2)) =A(1,1) =

Entonces,

FA (21, m2) = FH(Qn) (07" (21, 22))
= FH(Qn) ({z1/1,22/2})
- Z My /1,022y (V) Q (V)

YeP({1,2})

= Mfar /1,22/2} (D) Q (D) + Mgz 12072y ({11) @
+ Mgy /102 ({21) @ ({2}) + Mgey 10002y ({1,2}) Q

= M{z1/1,22/2} <{17 2})

=T X Iy

con lo que FA (A) es la tnorma producto.

4) V = FA(V) es la tconorma probabilistica. Nétese que

Qv (@) =V (1" () =VI(0,0)=
Q{1 =Vv (" ({1}) =V (1,0 =
Qu{2h =v (' ({2}) =v(0,1) =

Qv({L.2h)=v(n " ({1,2}) =v(11) =
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Entonces,

FA (21, 29)

= F4 (Qv) (77_1 (21, 332))

= FH(Qu) ({1/1, 22/2})

= Z Mizy /12002y (V) Q(Y)

YeP({1,2})
= M{a1/1,25/2} (D) Q (D) + Mz j1,00/2y ({1}) Q@ ({1})
+ My /1,20/20 ({21 Q ({23) + myarj1ea2r ({1,23) Q ({1, 2})
= H{a1/1,22/2} (1) (1 = Mz /1,22/2} (2))
(1= o j1,2/2 (1)) fias /12y (2) + B 12223 (1) B4 /1,02/2) (2)
=1 (1 —x2) + (1 — 1) 2 + 2129
=21 — T1To + Lo — 1T + T 122

=T+ To — T1%2

con lo que FA (V) es la tconorma suma probabilistica.

5) FA (—) es la implicaciéon Rechenbach. Nétese que

~ (@) == (" (2)) = (0,0)=1
{1) == (" {1})) =— (1.0 =0
QH {2 =— " ({2)) =— (0.1 =1
Q- ({L2h) == (" ({1.2})) =— (1.1) =1
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Entonces,

FA (21, 29)

= F4 (@-) ( ($1,J?2))

= FHQ-) ({x1/1,25/2})

= ) Mpyiey (V)QY)

YeP({1,2})
= My /1,25/2} (D) Q (D) + Mz j1,00/2y ({1}) @ ({1})
+ Miar /1,022y ({21 Q ({2}) + M 10021 ({1,2}) Q@ ({1, 2})
= (1= i /122y (1) (1= 11,2723 (2))
+ (1= pgar/10/2y (1) Bas 10072} (2) + Bgar 1,0/2) (1) 14 f1,2/21 (2)
=(1—21) (1 =)+ (1 — 1) x9 + 2122
=1—z1 — 2o+ 2129+ To — 1T + X129

:1—1’1+1‘1ZL’2

con lo que FA (—) es la funcién de implicacién Rechenbach. =

Ademés, en la demostracién de las propiedades del modelo F#4 también necesi-
taremos los siguientes lemas:

Lema 2 Sean X,Y € P (FE) Conjuntos nitidos. Se cumple

0 : X#£Y

m"((Y>:{1 L X=Y

Demostracion. Evidente, ya que

Y) = HHX (e) H (1 —px (e))

ecY ecE\Y

y al ser X nitido px (e) =1sie€ Eyux(e)=0sie¢ E. =

Lema 3 Sea X € P (E) un conjunto borroso E' C E, E" = E\E' (esto es E'UE" =
E). SeaY € P(E) un conjunto nitido. Entonces',

m§ (Y) _ m)E‘(/ (YE/> mg// (YE//>

1Recuérdese que mediante la notacién X% donde X P (E) es un conjunto borroso represen-

tamos la restriccién de X al universo de referencia £/ C E.
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Demostracién. Por definicién de m% (V). La probabilidad de m% (Y') es el pro-

ducto de las probabilidades en sus proyecciones:

m (V)= [[ux(e) T (1= px(e)

ecY ecE\Y
= I wxe@ II (=px(e)
ecYNE' ec(E\Y)NE’
[T @ TI (-nx(e)
ecYNE" ec(E\Y)NE"

g (1) (77)

Lema 4 Sea

V (ZL‘l, ZL‘Q) =T + To — X1T9

la tconorma probabilistica. Denotaremos por \V (xy, ..., %y) su version m-aria; esto
es,

V(z1y .. ) =V (xl,\/ (xz,\/ (ZL‘g...,\/(ZL‘m_l,ZL‘m))))

Se cumple que?
m

\/(xl,...,:cm)=1—H(1_x1.)

i=1

Demostracion. La prueba se realiza por induccién.

Para el caso 7 = 2:

V (ZL‘l, ZL‘Q) =T + To — X1T9
y entonces

2

L-JJ—z)=1—(1—a1) (1 —x2)

i=1
:1—(1—£C1—.T2+£C1.T2>

=x1 + X9 — T129

1
ZNétese que si definimos V (z) = = también se cumple que 1 — H l-2z)=1-(1-2) ==x.
i=1
Ademés, si definimos V () =0y H = 1 también se cumple la relacién planteada.
€D
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Suposicion de induccién: Caso i = m

\/(CU1,~~~,1'm>=1—H(1_xi>

Casoi=m+1

VA(x1, .. Tgr) = V (V (xl,...,xm),me)

- H (1= ) 7$m+1)

i=1

=1- (1—$i)+l’m+1—<< H1—$1)X$m+1>
1=1 1=1

m
:< Hl_x1> 1_xm+1)+xm+1

=1

m,

= (1= 2m) = (1= z) [ [ (L= @) + 2
i=1
m+1

= (1 = 2p41) — H (1 =) + T
i=1
m+1

=1-J]-m)

i=1

A.1.1. El modelo F4 es un DFS

Axioma Z-1

Se cumple que

UFHQ)=Q sin<1

Demostracién. Sea @Q : P (F) — I un cuantificador semi-borroso unario, ¥ €
P (E) nitido. Utilizando el lema 2 tenemos que

FHQI(Y) = Z my (2)Q(Z)

= my (Y) Q(Y)
Q)
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Por lo tanto U (F (Q))(Y) =Q (Y) para todo Y € P(F). m

Axioma Z-2

Se cumple que

FAQ)=7. siQ=nm,paraalgine € E

Demostracién. Utilizando el lema 3

fA(ﬂ'e)(X): Z mX(Y)ﬂ'e(Y)

YeP(E)

= Y () (@)

YeP(E)

= Z mx (Y)

YEP(E)|ecY

= > mx(Y)

{e}CYCE

= > ux(e)mt (\{e})

{e}CYCE

=px(e) Y. my(y)

PCY CE\{e}

= px (e)

Axioma Z-3
Se cumple que
FA (QD) — FAQ)D, n>0
En la demostracién de este axioma nos apoyaremos en las demostracciones de
las propiedades de negacién interna y externa.
Prueba de la propiedad de negacion externa

Tenemos que demostrar que

FAEQ) =574 (Q)
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En el lema 1 hemos establecido que la operacién de negacion inducida por el

modelo es la negacién estandar.

Demostracién. Desarrollando

FAEQ) (X1,..., X,)
= Z Z le Y1 ---an< )<_‘Q)<Yh Yn>

Y1€P(E) Y,eP(E

= Z Z le Yi an(Yn):(Q(YhaYn))

Y1€P(E) Y.€P(E)

- Z Z mx, (Y1)...mx, (Vo) (1 —-Q (Yr,...,Yy))

YViEP(E)  Yn€P(E)

=Y Y ) ()

YViEP(E)  Yn€P(E)

— > ) QMY mx, (V1) m, (Ya)

Y1ieP(E) Yn€P(E)
=1-F4Q)(X1,..., Xy)

[ |
Prueba de la propiedad de negacién interna

Tenemos que demostrar que

FHQ)=F Q3

Lema 5 Sea X € P (E). Entonces se cumple
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Demostracién. Desarrollando

mx (Y') = Pr(representativex =Y)

= HMX () H (1 —px(e))

ecY e€E\Y

=[] nx () ] “wx(e)

ecY ecE\Y

= T =nx (@ [[550x ()

e€E\Y ecY

= [T waxte) I =w=x(e)

e€E\Y eeE\(E\Y)

— H p=x (€) H (1= p=x (e))

e€E\Y e€E\(E\Y)
= Pr (representative=x = E\Y')
= M=x (—\Y)

n
Prueba de la propiedad:
Demostracion. Desarrollando

FUQ™ (Xp, . X)) = > 0 Y mx, (V) .my, (Ya) (@) (Vis- .., Yn)

YieP(E) Yn€P(E)

= Y Y ma () mx, () Q (Y, Y

YieP(E) Yn€P(E)

y utilizando el lema 5 la expresion anterior es igual a

= > D) mx,(V)max, (RYR) Q (Y, ... oY)

YIEP(E)  Yn€P(E)

= Y Y mx, (M) mex, (V) Q (V1LY

YiEP(E)  Ya€P(E)
L =FYNQ) (X, .., 5 X))

A partir de las propiedades de negacién externa e interna se demuestra trivial-
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mente la dualidad ya que

FA QD) = F (5Q-)

= =7 Q)=
= FH(Q)0
Axioma Z-4
Se cumple que
FQU) =F(@Q)U, n>0 (A.1)

Para demostrar este axioma demostraremos primero que se cumple

FN)=F(@Q)N, n>0 (A.2)
En la demostracién de A.2 se utilizaran los siguientes resultados:

Lema 6 Sean X1, X € P (E) conjuntos borrosos, R € P (E) un conjunto nitido.
Se cumple

> ST g (V) mx, (¥a) = my,ax, (R) (A3)

Y1€P(E) Y2eP(E)/YiNY2=R

donde X1NX, se define utilizando la tnorma inducida.

Demostracién. Sea E' = F\R. Se utilizard el lema 3.

Noétese que

Myax, (B) = [Jrx (€) px, () T (1= pix, () pix, (e)) (A4)

ecER ecE\R

Como la suma A.3 se restringe a los Y7, Yy € P (F) tales que
YinYe=R

entonces,

> > mx, (Y1) mx, (Yz) (A.5)

Y1€P(E) Y2€P(E)/YiNY2=R

- > >, mx, (Y1) mx, (Y2)

RCY1CE RCY>2CE/Y1iNY2=R

= Z Z le (Cl UR) sz (CQUR)

PICCLCE’ QQCQQE’/CHQCQZQ
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y utilizando el lema 3

= Z Z le 01 H,le mf(; (02) HHXz (6)

GCC1CE gCCLCE!/C1NCa= eER e€ER
= H,UXl e) tx, ( E E mxl (Ch) mX2 (C2)
eER QCC’lgE’ QQCQQE,/ClmCQ
El El
= [[rx (€ px. (e) > d mk, (Cl) myx, (C2\C1)
eER PCCLCE C1CCoCE

Por lo tanto, la igualdad A.4 se cumplira si se cumple que

S Y mE (@)mE (C\C) = [T (1= px, (€) px, (e)) (A.6)

PCCLCE C1CCyCE! eckE’

La prueba se realiza por induccion en la cardinalidad de E’. Denotaremos por

E'"={ey,...,e;} un conjunto referencial de 7 elementos.

Casoi=1(|F'|=1(F = E'= {e}):

Z Z mx, (C1) mx, (C2\Ch)

GCC1CE C1CCCE!

= Z Z mx, (C1) mx, (C2\Ch)

2CC1C{er} C1CCCHer}
= mx, (@) (mx, (D) +mx, ({e1})) + mx, ({e1}) mx, (2)
= (1= px, (1)) (1 — pux, (€1) + pix, (1)) + px, (e1) (1 — px, (e1))
=1—px, (1) + px, (e1) (1 — px, (e1))
=1 —px, (e1) + pix, (e1) — pux, (€1) pix, (en)
=1—pux, (e1) ux, (1)

Suposiciéon de induccién: Caso i =m (|E'| =m, (E' = E™ ={ey,...,en}).
Suponemos que

Z Z mx, (C1) myx, (C2\CY) H (1 — px, () pix, (e:)
i=1

PCCL1CE C1CCCE!

Casoi=m+1: |E'|=m+1, (E'=E™" ={e;,...,ems1})
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Nétese que si e,+1 € C' entonces

mx, (C) = HHXI (6) H (1 — HX, (6))

ecC e¢C

= KX, <6m+1> H Hxy (6) H (1 — KX (€>>

eeC\{em+1} e¢C
= pix, (éms1) my, (C\{emi1})

Mientras que si e, 1 ¢ C' tendremos que

mx, (€)= [Jux (&) JT (1 — px, (e))

ecC e¢C

= (1= px, (mi) [T () [T (1= pxi ()
ecC e¢CU{em1}

m

= (1= px, (emyr)) m, (C)

Calculando

> N (C)my, (C\GY) (A7)

GCCLCE™+L C1CCCE™HL

- Z Z mx, (My) mx, (Ma\ M) +

SCMCE™ M1 CM2CE™

Z Z mx, (Ml)mX2 (]\/IQU{€m+1}\M1)+

GCMCE™ M1 CM2CE™

Z Z mx, <]\/[1 U {€m+1}> mx, (MQ U {em—f—l} \]\/[1 U {em—I—l})

GCMCE™ M1 CM2CE™

Nétese que como C; C Cy € E™*! no se puede dar la situacién de que e,,11 € C}
Y ém+1 ¢ CQ.

A continuacion evaluamos los tres sumandos de la expresion A.7. En el cédlculo
se utiliza la hipétesis de induccion.
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Primer sumando:

>

GCEMICE™ M1CMaCE™

> D

(1= px, (emgr)) m¥y, (My) (1 = px, (ems1)) my, (Mo\M)
GCMICE™ MyCMaCE™

mx, (M) mx, (Ma\ M) (A.8)

= (1= px, (emg1)) (1= pix, (€mp1)) > > mE(C)mE (C\C)

GCCICE™ C1CCCE™
m

= (1 = px, (em+1)) (1 — tix, (€m+1)) H (1 — pux, (€) pxs, (€2))

i=1

Segundo sumando:

> D

SCMCE™ M1 CM2CE™

> D

(1 - HXI (€m+1)) mirln (]\/[1) HXQ (em—|—1) mf(;n (MQ\M]_)
GCM1CE™ M1 CMaCE™

= (1 — Hx;y (em—l—l) 125°¢} em+1 Z Z

FCC1CE™ C1CCyCE™

= (1 — px, (emy1)) pixy (€ms1) H (1 — px, (ei) pxs, (€:)

mx, (My)mx, (Ma U {emi1} \ M) (A.9)

my. (Ch)mk, (C2\Ch)

Tercer sumando:

> D

mx, (My U {emy1}) mx, (Ma U {emi1} \M1 U {ens1}) (A.10)
GCMCE™ MyCMyCE™

2. 2.

Hx, (€m+1) le (Ml) (]- — KX, (€m+1))
PCMICE™ MyCMyCE™

= mi. (Ma\ M)

= px, (emt1) (1= pix, (emy1) H 1 — px, (&) pix, (ed))
i=1
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Y utilizando las expresiones A.8, A.9 y A.10:

> ST g (C)mx, (C\G)
BCCICEM+L 01 COyC Emtl

= ((1 = px, (ems1)) (1 = i, (€my1)) + (1 = pixy (€my1) pix, (€mi1)

px (emsn) (1= s (emn)) < [ [ (1= 1y (€3) pxs (e2))

i=1

= ((1 = px, (emg1) (1 — pixy (€mg1) + px, (€my1))

1x, (emi1) (1 — px, (€m1))) X H (1 — pux, (€) pxs, (€2))

i=1

= (1= pxy (emy1) + s (emi1) = px, (€mi1) i, (€mi1))

X H 1 — px, (&) px, (i)
i=1

= (1= px, (emt1) px, (€ms1) H (1= px, () px, (€1))
i=1

m+1

= H (1 — px, (e) px, (€:))

i=1

De esta manera se concluye la prueba de la igualadad A.6, con lo que el lema se

satisface. m

Lema 7 Sea Q) : P (FE) — I un cuantificador semi-borroso unario. Se cumple

Z Z mx, (Y1) mx, (Y2)Q (Y1NYs) = Z mxmxz QYY)

Y1€P(E) Y2eP(E) YeP(E
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Demostracion. Utilizando el lema 6:

YooY mx (V) mx () Q(VinYs)

Y1€P(E) Y2eP(E)

= > > Y mx (Y)mx (Y2) Q(R)

ReP(E) YI€P(E) Y2eP(E)/YiNY2=R

=) QMR Y > mx, (Y1) mx, (Y2)

ReP(E) Y1€P(E) Y2€P(E)/YiNY2=R
= ) mxaxn (RQ(R)

ReP(E)

Z mX1ﬁX2 (Y)

YeP(E)

[ |
A continuacion se prueba el cumplimiento de la expresién A.2:

Demostracion.

FAQN) (X1, Xy Xnt1)
= Z Z mx, (}/1)"'an+1( n-l—l) (Qﬂ) (}/17---7Yn+1)

Y1€P(E) Yni1€P(E)

= Z Z le(}/i)"'an+1 (Yn-l—l)Q()/lw"?YnﬂYn-f—l)

Y1€P(E) Ynt1€P(E)

= > > mx (Y).mx, (Yoo

Y1€P(E) Y,_1€P(E)

Z Z mx, (Yo) mx,,, (Yot1) @ (Yi, ..o, Yoo1, Yo N Yaia)
Yo€P(E) Yn1€P(E)

= Z R Z mx, (Yi) coeMmx, (Yn—l)

YieP(E)  Yn_1€P(E)

Z Z Z mx, (Yn) MX, (Yn+1) Q (Yla s 7Yn—1,a R)

REP(E) Yn€P(E) Yn41€P(E)/YnNYnt1=R

= > > mx (Y).mx, (Yoo

Y1€P(E) Y,_1€P(E)

Z mxnmxn+1 R)QY1,...,Yn-1,R)
ReP(E)
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Donde se ha utilizado el lema 7. Y asi,

FAQN) (X1, ..., X, Xpp1)

- ¥

Z mx, <Y1> s X,y <Yn—1>

Y1€P(E) Yn—1€P(E)
Z anﬁXn+1 (R) Q (Yiv <. 7Yn—17 R)
ReP(E)

= FHQ) (X1, ., XuN Xy

Se demuestra ahora el cumplimiento del axioma Z-4:

n>0

F(QU)=F(Q)U,

Demostracién. Nétese que para un cuantificador semi-borroso @ : P (E)" — I se

cumple
(Q_' N _'Tn_'> (f, : (Yllv cee 7Yn,) - Q (Ylla sy _'Y;7/>> N Ty

(f (Y, ) = (Y YN Y) T
(7 (00 YY) = QY = (VN Y)))
(7 (Ve YY) = 7 (Ve Y=Y 0) e
(P (Ve YY) = Qo (Y= (Y VY ))) 7
(f//// . (YI////, o YT;///, Y,,;//_i_/l) N f/// . (Yl////, e Y,,i//_i_/l, Y,,i///)) -
(f//// . (}/1////’ e YT:///, YT:H_’_,]_) N Q . (}/1////’ e - (YT:H_’_,]_ ﬂ _‘YT;///))) -
(f///// . (Yl/////, e Y,,;////, Y,,;//_i_/ll) N f//// . (Yl////, e YT;///, _|Y7i//+/1))
(f///// . (Yl,””, o ,YT:////, YT:H_’_,&) N Q (Yl,””, e - (_‘YT:”” m _‘YT;//—’—//]-)))

con lo que

(Q-N=1,7) (Y1,...

Yo Y1) =Q (Yq, ...

7Yn—1a - (_'Yn M- n+1))

=Q(Yy,....Y, 1, YUY, 1)

Por lo tanto, utilizando las propiedades de negacién interna, trasposicion de
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argumentos (que se cumple trivialmente) y la expresion A.2 tendremos que

AQ-N 1) (X1, oy Xy Xgt)
Q) =N 7, (X1, - vy Xy X1
Q) (X1, (AN X))
Q) (X1, XpUX41)

fA (QU) (Xb e 7Xn7Xn+1) =

donde en el tltimo paso se utiliza que N y U se construyen a partir de operaciones
duales. m

Axioma Z-5

Se cumple que

Si () es no creciente en su argumento n, entonces (A.11)
F (Q) es no creciente en su argumento n, n >0 '

Demostracion. Se demostrara primero el caso particular de cuantificadores semi-

borroso unarios.

Sea @ : P (F) — I un cuantificador semi-borroso unario no creciente. Entonces
se cumple que F4 (Q) (X) es también no creciente.

Se procedera por induccién en la cardinalidad del referencial:
Caso i = 1; es decir, el referencial contiene un elemento (E = E' = {e;}).
Sean X, X' € P (E) tales que X C X'. Como

px (e1) < pxe (ex)

entonces se cumple que
—px (€1) = —px (e1) = 1 — px (e1) = 1 — pxr (e1)
Como @ : P (E) — I es mondtono no creciente para h > 0 se cumple
a@ (2) +bQ ({e1}) = (a = h) Q (B) + (b+ h) @ ({er}) (A.12)

ya que

(a—h)Q(2)+ (b+h)Q({er}) = aQ (2) +0Q ({er}) + 1 (Q ({ex}) — Q (2))



A.1. Modelo F4 283

y Q ({e1}) — Q (@) < 0 al ser @ no creciente.

Sea h = ux: (e1) — px (e1) > 0. Por A.12 tenemos que

= (1 — px (1)) Q (D) + pxr (e1) Q ({er})
= FHQ) (X")

con lo que la propiedad es cierta para un referencial de un elemento.

Suposiciéon de induccién: Caso i = m (F = E™ = {ey,...,e,}). Para
X, X" € P(E™) tales que X C X’ se cumple que F4(Q) (X) > F4(Q) (X).

Casoi=m+1(E=E"" ={e, ... 1 }).

A partir de Q : P (E™") — I definimos los cuantificadores semi-borrosos Q% :
P(E™) -1y Q":P(E™) — I como

<
=
I

Q(X), X € P(E™)
Q"(X) =Q(X Ufenn}), X € P(E™)

Noétese que Q% y QQ° son mondtonos no crecientes sobre E™.
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Sea h = (x: (émi1) — px (Ems1)). Desarrollando

FHQ) (X) (A.13)
= Z mx (Y)Q(Y)

Y eP(Bm+1)

= > O=pxEn))mx(V)QM)+ Y pux (emp)mx (V) QY U{emir})

YeP(E™) YeP(E™)

> (1= px (ems1) — h) Z mx (Y)Q(Y)+

YeP(E™)

+ (px (emy1) +h) Z mx (Y)Q (Y U{ent1})

YeP(E™)

= (1= pix (ems1) = (o (emin) = pix (emi1))) Y, mx (V)Q(Y)
YeP(E™)

+ (px (em1) + (pxr (emi1) = pix (ems1)) D> mx (V) Q (Y U{emia})
YeP(E™)

= (1 — px (em+1)) Z mx (V) Q(Y)+

YePr(Em)

+ px (€m+1) Z mx (Y) Q (Y U {€m+1})

YeP(E™)

por las mismas razones que las explicadas para la expresion A.12.
Pero por la hipétesis de induccion

Yoo omx (M (Y)= > mx (Y)QU(Y)

YeP(E™) YeP(E™)
Yoomx(MQ ()= Y mx(V)Q(Y)
Y eP(E™) YeP(E™)

al ser Q*: P (E™) — 1y Q°: P (E™) — I cuantificadores semi-borrosos mondtonos

no crecientes sobre un referencial de m elementos. Continuando el desarrollo de A.13

(1 — px (em+1)) Z mx (Y)Q(Y) + pux: (€mt1) Z mx (Y)Q (Y U{ens1})

YeP(E™) YeP(E™)

> (1= pxr (emar)) Y, mx (V)Q (V) + pxr (emer) Y. myx (V)Q"(Y)
YeP(E™) YeP(E™)

= Y me(MQ)

YeP(E™)

= FH(Q) (X))

De esta manera se finaliza la prueba de la propiedad para el caso unario.
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Se procedera ahora a la prueba para el caso n-ario. Supongamos un cuantificador

n

semi-borroso n-ario @ : P(E)" — I moénotono no creciente en su argumento n.

Desarrollando

]—"A(Q)(Xl,...,Xn)
= Z Z le(Y1>...an(Yn)Q(Y1;~~~7Yn)

YieP(E)  YneP(E)

= > > mx, (M) mx,, (Yaa) Y mx, (V) Q (YA, ..., YG)

Y1€P(E) Yn-1€P(E) Y.€P(E)

En la expresion

> omx, (V) QM. Yy)

YneP(E)

los conjuntos Yi,...,Y,_1 son constantes. El cuantificador semi-borroso unario Q' :
P(E)—1
Q/ (Y) = Q (Yla ey Yn—la Y)

es monétono no creciente por lo que F4 (Q') también es monétono no creciente.

Como esto se cumple para cualquier eleccién de
Yi,..., Y, 1 € P(E)

la proposicién se cumple. m

Axioma Z-6

Se cumple que
d (Q ° z§1ﬁ> =F Qe éff (£:)
donde f1,...,fn: ' — E,F # &

(A.14)

Para demostrar este axioma necesitamos algunos resultados previos.

Cuantificador existencial

Proposicién 4 (F4 (3) (X)) Sea X € P (E) un conjunto borroso. Se cumple

]-"A(H)(X):Sup{;iux(ai):A={ah...,am}EP(E),ai#aj z'fz';éj}
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Demostracién. Sea F = {ey, ..., e,}. Utilizando el lema 4

FAAX) = Y mx(V)Q(Y)

YeP(E)

= Y mx(Y)

YeP(E)|Y#£Z

=1—mx(®>

—1- ] = o)
= V(@)

Cuantificador universal

Proposicién 5 (F4 (V) (X)) Sea X € P (E) un conjunto borroso. Se cumple

FA(V) (X) :inf{iglux(ai):A:{al,...,am} eP(E),a #a sz’i;ﬁj}

Demostracién. Sea F = {ej,..., e, }. Entonces
FAW(X) = ) mx(V)V(Y)
YeP(E)
= mx (E)

= HMX (ei)

[ ]
Principio de extensién inducido.

Para calcular el principio de extensién inducido por el modelo F# utilizamos la
definicién 38.

Notacién 50 (V:P(E) — 1) Sea E = {e1,...,em} y X € P(E) un conjunto
borroso. Por V : P (E) — I denotaremos la generalizacion de la tconorma inducida
a conjuntos borrosos; es decir,

700 = { P €0V Vi enot) i (en))) 2 m >0
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Proposicién 6 Sea f: E — E' (donde E,E' # @). Sea €] € E' un elemento cual-
quiera y sea f~1(e}) = {eil, ...€i, ¢ la imagen inversa de e;. Entonces el principio

de extension inducido por el QFM FA para la funcion f es

HEf) ) (

) = { v ({MX (€i,) /€iyy -y ix (eiki> /elk}> : ki >1 (A15)

0 :en otro caso

7 5) ()

donde Elff_\l(e/) representa el cuantificador existencial sobre el universo de referencia
i

/

f_\l (e)) y X7 es la proyeccion del conjunto borroso X sobre ]7_\1 (el).

Demostracion.

7y (€)= F (X5 () (X) (A.16)

YeP(E)|JecY, f(e)=e’

—

Si f~1(e/) = & la suma anterior es 0 y estamos en la segunda situacién de la
expresion A.15.

Supondremos pues que ]7—\1 (COENZAN |

Nétese que cualquier Y € P (F)que cumpla Je € Y, f(e) = €' debe tener una
interseccién no vacia con la imagen inversa de €’ (f~~1 (¢’)). Como todo Y cumpliendo
dicha condicién se puede descomponer en la parte que interseca con f-—1(e’) y la
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parte que no interseca con f/—\1 (e') (E\f_l (€')) la expresion A.16 es igual a

/
HFA(px (€) = -

(]

BCMCf-1(e') @CRCE\f~1(e’)

-1 el E -1 el
Z mﬁ{ ( )(M)mX\f ( )(R)
GCMCf~1(e') ZCRCE\f~1(e))
=1 e! —1 e!
mé‘( (e Z (M)mf(\f ( )(R)

PCMCf—1(e’) PCRCE\f~1(e)

™

-~

ml (M) -1

1

Ya que @ C R C E\]/”\_1 (€’) contiene todos los subconjuntos de E\]/”\_1 (e'). Asi,

- 3wl

FCMCf-1(e)
_ A (9. Fe)
=7 (3) (X77)

Si denotamos f-1 (e) ={ei,...e; } v utilizamos la proposicién 4 obtenemos

!
HFa gy x) (€)

HFEZ(1y(x) (6,) =V ({IUX (€ir) /61'17 s HX <elk) /elk})
A continuacion demostramos el cumplimiento de

F (Q . i;ﬁ) =F(Q)o xF ()
donde f1,...,fn: B — E B #+ &
Demostracién. Sean F = {ey,...,e,}, E' = {e1,..., ey} finitos, Q : P(E)" — 1

un cuantificador semi-borroso, X; ..., X] € P (E') conjuntos borrosos y fi,..., fu:
E' — E,E' # @. Nétese que F (f;) (X;) € P (E). Desarrollando

FAQ) o X1 FA(f) (X],..., X)) (A17)
= FHQ) o (FA) (XD FA (L) (X7)
= Z Z)mﬁ(fl)(X{)'"mﬁ(fn)(X;)Q(Yl"”’Y”)

YieP(E)  YneP(E
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Utilizando el resultado 6 podemos reescribir FA (f)) (X)) € P (E) como

FA(f) (X))

7 o) (07 e ) (0 e

Reescribiendo la expresion A.17

= > - Z (A18)

ViEP(E)  YneP(E

m{FA (37‘2_1(81)) ((X;l) (e1))/e1 ,,,, (3%_1(%)) ((X;l)f;l_l(em))/em} (V) Q(Yr,...,Yn)

Sea Y; = {ejl, ce ejk} e P(E),E\Y; = {ejk“, ce ejm}. Se calculard la masa

de probabilidad mz f(x7) (Y;):

Mz (g (xz) (V)

= ) (007 Y (3100 (007 ) ({earven})

— F4 (3]5—1(%)) ((Xi’)ﬁ‘l(en)) L TFA <3ﬁ-1(6jk>) <(Xi,)ﬁ—1<ejk>) ‘

(o ) (7 ) o ) (7))

Y por dualidad sabemos que =F4 (3) = F4 (V) =. As,
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Como

F (vﬁ_l(%)> (: <X£)ﬁ_ (ejT)) - Al__ll :\M(X;)fi_l(ejr) <€,>
e'efi (&)
= [ =wux ()

erefi e

entonces la expresién A.19 es equivalente a

v)) (A.20)

~—1 ~—1
Y mﬁé ) (. 3 mi{ () (ap)
ZCMCT; (e5) acMCf; (es,)
H :':uXi (6/)

e’eE’\(fi_l(ejl)umuﬁ_l(ejk))
= > mx; (M)

MeP(E)|

F7 (e, )Y #A@AA

I (e5, )Y #@A
Pt (€441 )NY3=BA..A

JrH(eim)NY=2

Es decir, la masa de probabilidad MZA 1y (x1) (Y;) se calcula a partir de las masas
de probabilidad mx: (M) asociada a los Ms € P (E') tales que la interseccién con
la imagen inversa de los e € Y es no vacia y cuya interseccién con los e € F\Y;
es vacia. Ademds, nétese que todo M € P (E') estd asociado a un Y € P (F); es
decir, f; (M) =Y para algin Y. De esta manera, si los Y's recorren P (F), entonces

los Ms recorren P (E’), con lo que continuando el desarrollo de la expresion A.18
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obtenemos

FAQ) o X FA(f) (X1, ..., XD

n

=D > mE xq)* ME g V1o Vo)

YieP(E) Yn€P(E)

m{]__ (an_l(e )) ((me:;l(el))/elwpx (aﬁ_l(em)) ((Xé)ﬂl_l(em))/em} (Ya)

Q(Yr,...,Yn)

le{e(y1)1 7“‘76(Y1)Ic}€P(E)7 Yn:{e(Yn)lv~:e(Yn)k}€P(E)
E\Y1={e(yl)k+l ,m,e(yl )m} E\Y":{E(Y")kJrl ,m,e(yn)m

> mx; (Y{)... > mx: (YD) Q (Yh,...,Yy)

Y/ eP(E)] Y, eP(E)|
it (e(y1)1>ﬂY1’7é®/\.../\ T ey, )NYn @A
Ft (ecvy, )Yi#oA Ft (eqvy,, )Y n @A
ir (E(YI)k+1)ﬂY1 DAA I (e(Yn)kH)mY,;:@AMA
f1 (e(yl) )ﬂYl fnl(e(yn)m)ﬂY,’lzz

Yl:{e(yl)l ,...,e(yl)k }GP(E), Y”:{e(yn)l ,m,e(yn)k }GP(E)
E\Y1={e(y1)k+1 7‘“76(Y1)m} E\Yn={e(yn)k+1 € (Yn)m,

Z mx: (Y{) e Z mx: (YA)Q <f1 (Y1’> b

Y/ eP(E")| Y, eP(E")|
£ A /
It (eqvyy, )NY{#BAA Tt (e(vny, )NYn A @A A
1t (e, )Y BN fr (e(yn)k)mY,'ﬁézA
J?l—1 (e(yl)k“)ﬂYl’:@/\m/\ I (e(yn)k_,_l)mY;:g/\m/\
fl_l<e(Y1) )ﬂY’:@ fnl(E(Yn) )ﬂY’:@
= > om0 3 my DQ (A M) F (V)
Y{EP(E') Y, eP(E")
= 3 g Y mwg () (Qo X T) (YY)
Y/eP(E) Y, eP(E')

= F <Qo X?:lf'i) (X1, X))

tal como se queria demostrar. m

- Y1§’: (£) Yn;:(E { (aﬂ_l(q)) <(X1)H_1(61)>/617‘“7]:A (aﬂ_l(em)) <(X{)H_1(em)>/em
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A.1.2. Propiedades del modelo F4 no derivadas del marco

axiomatico de los DF'Ss
Propiedad de insercion de argumentos borrosa

El modelo F4 verifica la propiedad de inserciéon de argumentos borrosa (véase
la definicién 41).

Demostracién. Sea Q) : P"*! (E) — I un cuantificador semi-borroso y A € P (E)

un conjunto borroso. Nétese que para Yi,...,Y, € P (F) nitidos tenemos

QIA(Y,....Yy)

—U(FAQ) < 4) (Yi,...,Y,)

—U [y Kaga) € 75(E) - ZZlGP(E) s ZZnEP(E) ZZn+1€P(E) qA
mME, (Z1> - Mi, (Zn) MK, (Zn-l-l) Q (Zla ceey Zna Zn-l-l)

(Y1,...,Y,)

= U (' (K K7 € P(B) = [ (Koo K A)) ) (Vi Vo)

Yy (KK € P (E) — EZ1€P(E) s ZZnGP(E) Zzn+1e7>(E)
Mgy (Z1)-. -Miy, (Zn)ma (Zns1) Q(Z1,- - - Zns Znta)

(Y1,...,Y,)

— f” : <K{/’ T KT,Z) €P <E> - ZZlEP(E) tet ZZHE’P(E) Zzn+1e7>(E)

iy (Z1) . mun (Zn) ma(Znga) Q (21, -+ Zny Zng1)
(Y,...,Y,)

= [ (K], KD EPE) = Y ma(Zun) QK. K}, Zny1)
Znt1€P(E)

(Y1,...,Y,)
por ser (KY{,..., K!) € P(F) conjuntos nitidos, y asi
QA (Yr,...,Y,) = ... (A.21)

= Z ma (Zn+1)Q(}/i7"'7Yn7Zn+1)
Znt1€EP(E)
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Utilizando el resultado que se acaba de obtener (expresién A.21):
FAQQA) (Xi,..., X,) (A.22)
= Z Z le Yi -Mmx, (Yn) (Qz]A) (YL s aYn)

YiEP(E)  Yn€P(E)

= Z Z le Yi .Mmx, (Yn) Z ma (Zn+1> Q (Yia s 7Y’I’l7 Z?’L-l-l)

Y1eP(E) Yn€P(E) Znt1€P(E)

=Y XY g M), (V) ma (Ya) Q (Vs Y, A)

Y1€P(E) Yn€P(E) Yni1€P(E)
= FH(Q )(Xl,...,Xn,A)
=FHQ) <

Propiedad de continuidad en los argumentos

El modelo F# verifica la propiedad de continuidad en los argumentos (véase la
definicién 43).

Para demostrar la propiedad de continuidad en los argumentos utilizaremos al-

gunos resultados:

Lema 8 Sea E™ ={ey,...,en}, y X, X' € ﬁ(E) tales que d (X, X/) < §. Entonces
Imx (Y) —mx (V)| < om

para Y € P (E) nitido.

Demostracién. Por induccion en el tamano del referencial.

Caso i = 1: En el caso de que |E| =1 (F = E' = {e,}) tenemos

Imx (@) —mx ()] = |(1 = px (e1)) = (1 = pxe (€1))]
= |px (e1) — px (e1)] <6
Imx ({er}) —mx ({ex})] = |px (e1) — pxr (en)] <6
Suposicién de inducién, Caso i =m (F = E™ ={ey,...,en})

Imx (Y)—mx (V)] <dém,Y € P(FE)
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Casoi=m+1(E=E"" ={e,....emi1})

Sea Y € P (E™*!). Supondremos que e,,;1 € Y. Entonces

Imx (V) = mx (V)| = |px (emir) m%" (Y\{emia}) = pixr (emin) m% (Y\ {emir})]|
(A.23)

Supongamos que fix (émi1) > px: (émy1). Entonces desarrollando la expresion
A23

_ (tx (emi1) — pixr (€ma1) + pixr (emg1)) mE (Y\ {ems1})
—pixr (emyr) myr (Y {€m+1})

< (6 + pxr (eme)) mx” (YN {emir}) = pixr (emin) mxs (Y\ {ems1})]
= [0m%" (Y\ {ems1}) + pixs (emin) mfcm Y\ {emr}) = px (empr) m% (Y\ {emir})]
< [omE" (V\ {emn})
+ ‘HX (em+1) ( 5 Y\ {ems1}) —mE (Y {€m+1}))‘

< [omx" (Y\{ems1 D] + lux (6m+1)5m|
< || + |om)]
=d(m+1)

Supongamos que e, 1 ¢ Y. Entonces
Imx (Y) —mx (Y] (A.24)
= [(1 = px (emir)) Mm% (Y\{emir}) = (1= pxe (emir)) m%s (Y\ {emir})]

Supongamos que (1 — px (ems1)) = (1 — pxs (emy1)). Entonces A.24 es igual a

(1= pix (ems1)) = (1= pxr (emia)) + (1= pixs (emen))) mx"™ (Y\{emi1}) ‘

— (1 = pxr (emin)) mys” (Y\ {ems1})

<O+ (1= pxe (ems)) Mm% (Y\ {emir}) = (1= pxe (emsn)) m% (Y\ {ems1})]
omy" (V\ {emi}) ‘

+ (1= pxr (emn)) my™ Y\ {emsr}) = (1= pxr (emin)) m% (Y\ {ems1})

= [om%" (Y\ {em1}) + (1 — pixr (emp1)) (Mm% (Y\{ems1}) —m%" (Y\ {emi1}))]

< [om%" Y\ {emp D]+ (1 = pxr (emsn)) (Mm% Y\ {emir}) —m% (Y\ {emi}))]

< [om%" Y\ {empr D] + (1 = pxr (ema)) |

< || + |om)]

=d(m+1)
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Con lo que el lema se cumple. m

Lema 9 Sean X1,..., X, X,,.... X, € ﬁ(Em) conjuntos borrosos sobre el refe-

rencial E™ = {ey,...,en}. Supongamos que d ((X1,...,X,), (X1,...,X,)) < 4.

Entonces

Imx, (Y1)...mx, (Vo) —mx; (Y1)...mx, (Yn)| < dmn

para todo Yy,...,Y, € P(E™).

Demostracion. La prueba se realiza por induccion.
Caso i = 2:
Supongamos que mx, (Y1) > mx; (Y1). Entonces

[mx, (Yi)mx, (Ya) = mx; (Y1) mx, (Ya)]
= |(mx, (V1) = mx; (V1) + mx; (Y1) mux, (Ya) — mx; (Y1) mx; (Y2)]

Y utilizando el lema &

< ‘(5m +mx; (Yl)) mx, (Ya) —mx: (Y1) mx; (Y2)|
= |6m - mx, (Ya) +mx; (Y1) mx, (Y2) —mx; (Y1) mx; (Y2)]
= [0m - mx, (Ya) + mx; (Y1) (mx, (Y2) — mxy; (Y2))]
< [am - mx, (Ya)| 4 [mxg (Y1) (mx, (Ya) —mx (Y2))|
< |dm| + [6m]
= 20m

Suposiciéon de induccion. Caso i = n:

Imx, (Y1)...mx, (Vo) —mx; (Y1)...mx, (Yn)| < dmn

Caso i = n + 1.Supongamos que myx, (Y1) > mx (¥1). Entonces

i (1) (Vas) = g (V) -, (V)|

(mx, (Y1) = mx; (Y1) +mx; (Y1) mx, (Ya) .. omx,y (Yasn)

—mx; (Y1) mx} (Yz).. M (Yos1)
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Y utilizando el lema 8
< B g (V1)) i, (V) e,y (Yag) — mg (Vi) mg (Ya) .o (Ynﬂ)‘

om - mx, (Y2) ... mx,,, (Yos1) +mx; (Y1) mx, (Yo) .. .mx, , (Yot1)
—mx; (Y1) mxy (Y2) .. Sy (Y1)

om - mx, (Yz) ceeMix, g (Yn—l—l)
g (V1) (mag, (Va) - omac,y, (Vasd) = gy (V2) - omacy (Vo))

< [om-mx, (Ya)...mx,,, (Yas1)]

+ ‘mxi (Y1) (sz (Y2) - omixyy Yorn) =mxg (Ya)oomx (Yn“))‘
< |om]| + |dmn]|

=dm(n+1)

Y el lema se cumple. m

Demostracion. Se procede ahora a demostrar la propiedad de continuidad en los
argumentos.

a(FHQ (X, X )fA(Q)(Xl,...,X;))
=‘fA(Q><X177X) <Q)<X177 )‘
| Eviermy - Svaerim mx (V1) - mxn<Y>Q<m,...7Yn>‘
_ZY1€77 .. 'ZYnG'P(E) mxl (Yl) .. .’n’l,X;1 (Yn)Q(YL,Yn)
ZYleP(E) s ZYneP(E)
(mx, (Y1)...mx, (Ya) —mx; (Y1)...mx; (Y3)) Q (Y1,..., V)

< DD

Y1€P(E) Yn€P(E)
Imx, (Y1)...mx, (Vo) —mx (Y1) ...mx, (Yo)]1Q (Y1,...,Ys)]|

Y utilizando el lema 9

ooy \mxl (Y1) ...mux, (Vo) — mx; (Y1) ..mxr (Yo)]1Q (Yi,. .., Vo)

ViEP(E)  YneP(E

< Z Z omn |Q (Y1,...,Y,)|

YieP(E)  YneP(E)

Z Z omn -1

Y1eP(E) YneP(E

= 2""dmn,
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Y la propiedad se cumple si

2"™Mdmn < e <= 0 <
2mnmn,

Esta cota no es muy buena. Se puede probar que para ¢ > 0 se cumple que

d(FA(Q)(X1,..., ). FAQ) (Xl,-..,X;)) 1 0o

Propiedad de continuidad en el cuantificador

El modelo F4 verifica la propiedad de continuidad en el cuantificador (véase la
definicién 46).
Demostracién. Sean Q, Q' : P (F)" — I cuantificadores semi-borrosos, entonces
1(7 @), 7 (@)

— sup D viep(E) - - 2avneps) Mxy (Y1) omx, (Yo) Q (Yi, ..., Yy)
- Zylep o DynepmyMxy (Y1) omx,, (V) @ (Y, .o, Yn)

s X1, XEP

:sup{

ZY1€77 ZYneP mx, (Yl) -ooMx, (Yn)
Yh---, w) —Q (Yr,....Y,)

I/\

ooy le (1)..omx, () (Q.Q)|: X1, X, € P (E)

Y1eP(E) YneP(E

_ (Q Q) ooy mXI (Y1) ...mx, (V)| : X1,..., X, € P(E)

Y1eP(E) YneP(E

= sup ‘d(Q Q)‘ Xl,...,XHEP(E)}
-4(0.)

Y la propiedad se cumple para §d < c. m
Propiedad de conservatividad

El modelo F4 cumple la propiedad de conservatividad débil (véase la definicién

51) pero no la conservatividad fuerte (véase la definicién 50) como consecuencia de
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que el modelo F4 es un DFS.

Propiedad de propagacion de la borrosidad

El modelo F4 no cumple la propiedad de propagacién de la borrosidad (véase
la definicién 54).

Demostracién. La tnorma inducida por el modelo F4 es el producto, y esta tnorma

no propaga la borrosidad. Por ejemplo

A (0,4,0,9) = 0,36
Ay (0,5,0,5) = 0,25

A (0,5,0,5) = 0,25 es més especifico que A (0,4,0,9) = 0,36 aun cuando0,5 es més
borroso que 0,4 y 0,9. m

Propiedad del cuantificador identidad

El modelo F# verifica la propiedad del cuantificador identidad (véase la defini-
ci6én 55).

Demostracion. Se denotara por

Pr(cardy = j) = Z mx (Y)
YeP(B)|Y]=j

la probabilidad de que la cardinalidad de un representante de X sea j.

Noétese que para |E| = m se tiene que

F* (identidad) (X) = Y mx (Y)identidad (V)
YeP(E)

|
(]
(]

3
=
=
3 [

i=0 YeP(B)||Y|=)

= ZPr (cardx = j)
Jj=0

J
m,
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La prueba se realiza por induccién en el tamano del referencial.
Caso i =1, X € P (E') la propiedad es evidente.
Suposicién de induccioén. Caso i = m (esto es, F = E™ = {ey,...,en,}). Para

X € P(F) se cumple que

F4 (identidad) (X Z“X ej), P (E)

Casoi=m+1 (estoes, E=E"" ={ey,... emi1})

Nétese que para un referencial de m elementos se cumple que (se estd utilizando

la hipdtesis de induccion)

741

P = .
Z r(cardy = j)—— o—— (A.25)
7=0
1 2 m+1
:Pr(cardx:0)m—+1—|—Pr(ca7“dXzl)m—_i_l-l—...-|—Pr(ca7“dX:m)m—+1
0 1 m
= Pr(cardx = 0)m+Pr (cardx = 1) —— m+1 + ...+ Pr(cardyx =m)m+
1 1 1
Pr(cardx = 0) r 1 + Pr(cardx = 1) — +...+Pr(cardxy =m) ——
:Zpr(cardxzj)mi—l+m+1ZPr(CaTdX_])
j=0 7=0
-\"p dy —
; r (cardx j)m+1+m+1
m 7 1
= " NTPr(cardy =m) -+ ——
m—l—ljz:: r(cardx m)m+m+1
m 1
= ——F* (identidad +—
" ) (X)+
m 1 1
_m+1E;“X(ej)+m+1
1 1
_m—i-ljz:;uX(ej)—i_ +1

Supongamos ahora X € P (E™). Y sea X’ € P (E™) el conjunto borroso
X' =X



300 Apéndice A. Anélisis de propiedades de los QFMs F4, FI y FMD

Entonces,
F4 (identidad) (X)
m+1 j
= ZPr (cardx = j) —
Jj=0
Pr (cardy = 0) (1 jux (emp)) ——+
= Pr(cardx = - emi1)) ———
X Hx )T
+ Z (Pr (cardx = 7) (1 — px (emy1)) + Pr(cardxr = j — 1) ux (€mt1)) _J
o m+1
m+1
Pr dxr = m I
+ Pr(cardx = m) ux (e +1>m+1
m . 1
= ; (Pr(cardx: =7 —1) ux (€my1)) mL-i—l + Pr(cardx = m) px (€m+1) Zi .
m ‘ . O
+ ;Pr (cardx = 7) (1 — px (ems1)) mL-i-l + Pr(cardyx = 0) (1 — px (ems1)) ]
m+1 ] ]
= 3 (Prfaord = = Dios(eme) oy 4 ZPI (cardy: = ) (1= i femn) -~
= tx (emt1) i (cardx: = 7) J+1 + (1 — px (emt1)) iPr (cardx: = 7) -
" paar m+1 pard m+ 1
= px (€m+1) Em:P (cardx: = j) I*L (1 pix (ems1) —— Em:P (cardx: = j) L
= m+1 m+1 — m
Y utilizando la expresion A.25 y la hipdtesis de induccion:
= fix (€m+1) ZHX +; + (1 —px (€m+1))lem:HX ()
m+1 m+1 m+1m !
= ix (em+1) ZMX ! + (1 —px (€m+1))L§:MX (e5)
m+ 1 m+1 m+1 ’
( >1Z<e>+ (emer)
= Em j m
Hx \(€m+1 m+1j:0uX 3) T HUx (Em+1 ma 1
LS o) =i () = S ()
— 6, — m — .
m+1j:0'uX j) — HX (Em+1 m+1j:0'uX j
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1
m+1+m+1;uX(€j>

1 m
=i <Z px (€5) + px (€m+1)>
m+1
B m+1 Z'UX )

= Ux (€m+1>

Propiedad de interpretacién probabilistica de los cuantificadores

El modelo F# verifica la propiedad de interpretacién probabilistica de los cuan-
tificadores (véase la definicién 57).

Demostracién. Sean Q1,...,Q, : P" (F) — I un conjunto de cuantificadores semi-
borrosos que formen un recubrimiento probabilistico del universo de cuantificacion.
Entonces para todo Xi,..., X, € P(F)

F(Q1)(Xq,..., Xn) +.. +f(Qr) (X1,...,X5)

Y mx, (Y1) omy, (Ya) @ (Ye, . Y+t
Y1eP(E) Y, €P(E)

+ 0y 3 (V) (Ya) Qr (Vi V)

Y1€P(E) Y. €P(E)

Z mX1 Yi -Mmx, (Yn)(Ql(Yla--an)+"'+Qr(m7---aYn))

YieP(E) Yn€P(E)

> mx, (V1) my, (V)

YieP(E) Yn€P(E)

M

(]

(]

Por claridad, en la tabla A.1 resumimos el cumplimiento de propiedades por
parte del modelo F4.
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A

Marco Axiomatico de los DFSs
(Z-1) Generalizacién correcta St
(Z-2) Cuantificadores de proyeccion Si
(Z-3) Dualidad St
(Z-4) Uniones e intersecciones St
(Z-5) Preservacién de la monotonia St
(Z-6) Aplicacién funcional St

H Propiedades adicionales H
(PA-1) Insercién de argumentos borrosa St
(PA-2) Continuidad en los argumentos St
(PA-3) Continuidad en el cuantificador St
(PA-4) Conservatividad No
(PA-5) Propagacién de la borrosidad No

H Propiedades de los métodos probabilisticos H
(PP-1) Media para el cuantificador identidad St
(PP-2) Interpretacién probabilistica de los cuantificadores || Si

Tabla A.1: Tabla de cumplimiento de las propiedades del modelo F4.
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A.2. Modelo FMP

Como ya hemos discutido en esta memoria, en el analisis de propiedades de este
modelo nos restringiremos en ocasiones al caso finito.

A.2.1. Propiedades derivadas del marco axiomatico de los
DFS

Propiedad de generalizacién correcta

El modelo FMP verifica la propiedad de generalizacién correcta (véase la defini-
ci6én 7).

Demostracién. Sea @ : P (FE)" — I un cuantificador semi-borroso n-ario. Para
Yi,...,Y, € P(E) conjuntos nitidos se cumple que (Y;)., = Y;, Vo € (0, 1]. Asf,

FMD () (YI,___,Yn):/O Q(()/I)Za,...,(Yn)>a) da
:/OlQ(Yl,...,Yn)da
=Q(Y1,...,Yn)/0 da

=Q((Yy,...,Y,)

Propiedad de cuantitatividad

El modelo FMP verifica la propiedad de cuantitatividad (véase la definicién 11).

Lema 10 Sea 3 : E — FE una biyeccion y X € P (E) un conjunto borroso cualquie-
ra. Se cumple que

(B <X>>>a = 3 (X))
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-~ -~
~ ~

Demostracién. Caso (ﬁ (X)> ) cB ((X)s,):Siee (ﬁ (X)> ) entonces fiz (e) >
a o lo que es lo mismo, - -

F50x) (e) =sup{ux(e): € EAB()=¢€} >
Pero por ser (3 una biyeccién sélo existe un e’ tal que 3 (¢') = e. Por lo tanto

px (¢') > a

conloquee € (X),,ye€p ((X)2a>-

~

Caso (E(X)>> . B((X)M): Siee [ ((X)s,) entonces € = 57 (e) € (X).,,

o igualmente
px (€) >

Pero si px (€') > « entonces

H50x) (e) =sup{ux (") : " € ENG(") =€} > a

Por lo tanto e € (B(X)) .
>

Utilizando el lema 10 la demostracién de la propiedad de cuantitatividad es

inmediata:

Demostracién. Sea @ : P (E)" — I un cuantificador semi-borroso cuantitativo
sobre un referencial Fy §: I — E una biyeccién cualquiera. Por ser () cuantitavo

se cumple que

Qi V) =Q (B0, B (V)

Desarrollando
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Propiedad del valor de verdad inducido

El modelo FMP verifica la propiedad del valor de verdad inducido (véase la
definicién 14).

Demostracién. Sea X € P (E) un conjunto borroso. Entonces,

Propiedad de las funciones de verdad inducidas

El modelo FMP verifica la propiedad de las funciones de verdad inducidas (véase
la definicién 17). En concreto, la funcién de negacién inducida es la estandar, la
tnorma inducida es el minimo, la tconorma es el méximo, y la funciéon de implicacion

es la de Lukasiewicz.

a) La funcién de verdad identidad inducida es idy independientemente del meca-
nismo utilizado para definir los operadores inducidos.

P
o~

Demostracién. FMP (idy) = FMD (idy) = idy.
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—_—~

Mecanismo a) FMD (idy) = idy

FVD (idy) () = FMP (idy) (77 ()
= FMP (id3) ({2/*})

= [ (a/1..) do

/da
0

T

Mecanismo b) FMD (idy) = idy
FMD (idy) () = FMP (Qia,) (n ()

= /0 Qid, ({x/l}za) do
= i~d1 (z)

b) La funcién de negacién inducida es la negacién estandar independientemente
del mecanismo utilizado para definir los operadores inducidos.

—~
—_—~

Demostracién. FMP (=) = FMD (-)="=.

Mecanismo a) FMD (=) =75

—~

FIP (2) (2) = P (=) (77 ()

— FMD () ({as})
= [ = (i) da

1
= / do
1—x

=1—-z

- =)
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Mecanismo b) FMD (—) ==
FND (=) (z) = FMP(Q-) (n («))

= [ @ (t/1.,) da
[ ((Ij)

¢) La tnorma inducida es el minimo independientemente del mecanismo utilizado
para definir los operadores inducidos.

—~—

—~—

Demostraciéon. FMP (A) (z1,x,) = FMD (A) (21, 22) = A (21, 22) = min (xq, z3).

Mecanismo a) FMD (A) = min (xq, 22)

—~—

FMD (N) (21, 00) = FMP (AY) (71 (20) 72 (22))
= /O A* ({1'1/*}2(1 ) {1‘2/*}204) da

min(z1,22)
= / da
0

= min (1, T2)

Mecanismo b) ﬁfD (A) = min (2, x2)
f% (/\) (.’171, CL’Q) = fMD (Q/\) 77_1 (ml? 'TQ)
1
= / Q/\ ({x1/17x2/2}2a) dov
0

min(z1,z2)
= / do
0

= min (x1, T3)

d) La tconorma inducida es el méximo independientemente del mecanismo uti-
lizado para definir los operadores inducidos.

Demostracion. Idéntica a la prueba de la tnorma inducida. m



308 Apéndice A. Anilisis de propiedades de los QFMs F4, FI y FMP

e) La funcién de implicacién inducida es la implicacién de Lukasiewicz indepen-
dientemente del mecanismo utilizado para definir los operadores inducidos.

Demostraciéon. FMP (—) (1, z5) = FMD (=) (r1,22) = = (21, 2) = min (1,1 — x1 + ).

Mecanismo a) FMD (=) (x1,22) = min (1,1 — 21 + x2)

P P

ﬁ/ljD (=) (21, 22) = J/'T_A\/I/D (—") (21, 22)

_ /0 (o s {2/} o0) dar

Supongamos que xo > 7 y consideremos los siguientes intervalos para a:
(22, 1]. En este intervalo —* ({xl/*}2a : {:L'Q/*}Za) = 1lyaque {z;/x}., = @.

(21, z2]. En este intervalo —* ({xl/*}Za , {a;Q/*}Za) =1 yaque {7/*}., =@

y {wa/*}s, = {*}-

(0, z1]. En este intervalo (Q—) ({z1/}s 4 {z2/%}s,) = Lyaque {1/}, = {*}

v {za/*}s, = {+}.
Y asi

—~

FVD () (21, 25) = 1

=min (1,1 — 21 + x3)

Supongamos ahora que x5 < x; v consideremos los siguientes intervalos para a:
(21, 1]. En este intervalo —* ({xl/*}2a : {:L'Q/*}Za) = 1lyaque {z;/x}., = @.

(22, z1]. En este intervalo —* ({xl/*}Za , {xQ/*}Za) = 0ya que {z1/x}., = {*}
y {za/x}s, = 2.

(0, ). En este intervalo (Q—) ({21/%}q . {z2/}5,) = Lya que {21/5}., = {*}
v {wa/x}sq = {}-

Y asi,

e~

FMD () (21, 29) = (1 — 1) + 22

=min (1,1 — x1 + x2)



A.2. Modelo FMP 309

Mecanismo b) FMD (=) (z1,22) = min (1,1 — 21 + x2)

FD () (21, 22) = FMP(Q) 0" (w1, 32)

:/0 Q- ({z1/1,22/1}.,) do

=min (1,1 — 21 + x2)

Procediendo de manera idéntica a la prueba realizada para el mecanismo a). ®

Propiedad de trasposiciéon de argumentos

El modelo FMP verifica la propiedad de trasposicién de argumentos (véase la
definicién 21).

Demostracién. Sea @ : P (F)" — I un cuantificador semi-borroso cualquiera.

Entonces

FMP(Or) (X, Xireo ) X)) =/0 (@) (XD s (K)o (X)) da

:/O QX))o (K)o (X0)o,) doo
= FMD (Qm) (X1,..., Xoy oo, X))

Propiedad de negacién externa

El modelo FMP verifica la propiedad de negacién externa (véase la definicién
23).

Demostracién. Sea @ : P (F)" — I un cuantificador semi-borroso. Entonces

FIP(5Q) (X, X,) = / (5Q) (X))o - (X)) da
=/0 1= Q((X))an s (Xn)s) da

— 1_/0 Q((Xl)ZQ,...,(Xn)>a) da
==FMP(Q) (X1,..., X,)
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Propiedad de negacién interna

El modelo FMP no verifica la propiedad de negacién interna (véase la definicién
25). Como caso particular la propiedad se verifica para cuantificadores unarios en el

caso finito.

Demostracion. El siguiente contrajemplo demuestra que la propiedad de negacién
interna no se cumple. Consideremos el siguiente cuantificador semi-borroso:

Q(Yi,YQ»):{méX{?(%)—LO} L X, 4o
1 X1 =0

Nétese que

Q= (Y1,Y2) = Q (Y1, ~Y2)
:{ InéX{Q (%)—1,0} T N# O
1 s Y =0
:{ max{2(1—%>—1,0} Y, A @
1 Y1 =0
- { max{2—2%—1,0} Y, 4o
1 Yi=0
_ { Inéx{l 2|Y|12T2|,0} YV #£0
1 Yi=0
Y sean X, X5 € P ({e1,...,e4}) conjuntos borrosos definidos como

Xl = {0767 0767 0767 076}
X, = {0,9,0,4,0,4,0,4}

se obtiene

=X, ={0,1,0,6,0,6,0,6}
FMP(Q)(X,,5X,) = 0,75
fMD (Q_'> (leXQ) = 075
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Para la demostraciéon de la propiedad en el caso unario se puede consultar la
demostracién de la misma para el modelo F!, ya que ambos modelos coinciden para

cuantificadores unarios.

Propiedad de dualidad

La propiedad de dualidad (véase la definicién 27) es consecuencia de las propie-
dades de negacién externa e interna y no es verificada por el modelo FMP | al violar
éste la propiedad de negacion interna.

Propiedad de uniones e intersecciones

El modelo FMP verifica la propiedad de uniones e intersecciones (véase la defi-
nicién 30).

Demostracién. Se demuestra primero el caso de la interseccion. Sea @ : P (E)" — 1
un cuantificador semi-borroso cualquiera y nétese que en la definicién de la inter-

seccion inducida se utiliza la tnorma minimo:

FMP(QN) (X1, Xpg1) = / QN (XD sq s+ (Xn)sa s (Xnt1)s,) da
/Q (X1)sg - (Xn)sa N (Xng1)s,) do

((
/ <X1>a,... (XX i) )da

= FMP(Q) (X, o, Xu X 41)
= FMP ()N (X, ..., Xn, Xng1)

El caso de la union es completamente analogo. En este caso la unién inducida se
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define mediante la tconorma méaximo:

FMD(QU) (X1, .., Xps1) = /0 (QU) (X1)sp s (Xn)ons (Xn1)sy) da

Propiedad de monotonia en los argumentos
El modelo FMP verifica la propiedad de monotonia en los argumentos (véase la
definicién 32).

Demostracion. Se prueba la monotonia para cuantificadores semi-borrosos no de-

crecientes. El caso de cuantificadores borrosos no crecientes es analogo.

Sea @ : P(E)" — I un cuantificador semi-borroso monétono no decreciente en

su argumento #; esto es, un cuantificador semi-borroso cumpliendo
Q(Y—lw"?Y;v"'?Yn) SQ(YIM"?YZ?"'?Yn)
para todo Yi,...,Y;, ..., Y, Y/ € P(FE) nitidos tales que Y; C Y.

Supongamos ahora Xi,..., X, X| € P (E) borrosos cumpliendo que X; C X!
(en el sentido de la inclusiéon de Zadeh). Entonces

fMD(Q) (Xl,...,Xi,...,Xn)

[0 X (X)) do

1

< [ Qe (XD (X)) da
0

— PP (X, XX

77

puesto que X; C X| — (X;)s, C

>0 C (X])s, para todo a € [0, 1]; y esto implica que
Q ((XI)Za FIIRI) (X’i>2a FIIRI) (Xn)za) S Q ((Xl)za Yt (Xz()za [AE) (XTZ)ZQ)
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para todo o € [0,1]. m

Propiedad de monotonia en los cuantificadores

El modelo FMP verifica la propiedad de monotonfa en los cuantificadores (véase
la definicién 34).

Demostracién. Sean Q, Q' : P (E)" — I cuantificadores semi-borrosos cumpliendo
que @ < @Q'. Entonces,

PP (@) (Xrvee X) = [ Q1) (X)) d

va que @ (X1)sq s s (Xn)se) S Q ((X1)sgs- -+ (Xn)s,) paratodo a € [0,1]. =

Propiedad de coherencia con los cuantificadores estandar

El modelo FMP verifica la propiedad de coherencia con los cuantificadores estdndar
para los cuantificadores estandar unarios, pero para los cuantificadores estandar bi-

narios la propiedad no se cumple (véase la definicién 34).

Demostracién. En el caso de cuantificadores unarios tenemos

FIP @) () = [ 3 (X)) da
sup{ux (e):e€ B}
_ / da
= sup {ux (e) : e € '}

=sup{mr_gulxux(a,-):A={al,...,am}E'P(E),ai#aj siz';éj}
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FMP(v) (X) = /O () (X)) do

inf{px (e):eeE}
= / da
0

=inf{ux(e):e€ £}

=111f{117£1}{1ux(e):A={a1,...7am} eP(E),a; # a; sii;éj}

y el modelo de maxima dependencia cumple la propiedad para cuantificadores una-

rios.

Para cuantificadores binarios la propiedad no se cumple. Por ejemplo para,

Xl = {0747 076}
X2 = {0727 074}

obtenemos
1
FMP (todos) (X1, X,) = / (todos) ((X1)s, . (X2)s,) da =06
) > >

pero dado que

X1:X2 = {0747 076} - {0727 074}
= {0787 078}

se tiene

inf {HY_%{]'/’LXI (ai) =px, (@) : A=A{ar,...,an} € P(E),a; # a; sii# .7} =08

Propiedad de insercion de argumentos nitida

El modelo FMP verifica la propiedad de insercién de argumentos nitida (véase
la definicién 37).

Demostracién. Sea @ : P (F)" — I un cuantificador semi-borroso cualquiera,
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A € P (F) un conjunto nitido; entonces,

fMD (Q < A) (Xl, . ,Xn_l) = /0 (Q < A) ((Xl)ZOz yoe ey (Xn—l)ZQ) do
=/0 Q (X))o (Xor)on . A) da

[ QX K Ao

= FMD(Q)(Xq,..., Xn_1, A)
= FMP(Q) 9 A (X1, ..., Xno1)

Propiedad de aplicacién funcional

El modelo FMP verifica la propiedad de aplicacién funcional en el caso finito

(véase la definicion 38).

Principio de extension inducido

Proposiciéon 7 Sea [ : E — E' (donde E,E' # &). El principio de extension
inducido por el QFM FMP es

{sup{ux(e):eef_\l(e’)} : f—\l(e’)#g

ez gy (€)

Demostracidn.

=
g
N
|8}
>
=
©
S:]
=
T
—
<
)
©
\\_//
>

— /1 { Lol Z((X)ZO‘) do
0 0 : 6, ¢ f ((X)Za)

:/{ L FUON(X)s#2 ,
0 0« f (6,)H<X)2a:®
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Si la imagen inversa de ¢’ es el vacio (]T—\l (') = @) la expresion anterior vale
0. f=1(e) N (X),, # @ siempre que exista algiin elemento en (X)., que esté en

f~1(€)), pero esto se cumple para todo av < sup {uX (e):e€ f/_\1 (e’)}. Por lo tanto

tz )00 (¢)

{sup{ux<e>:eef—\1<e'>} () £
0 L () =2

Extension de funciones sobre alfa-cortes

Lema 11 Sea f: E' — E una funcién con dominio E' # @ finito, X' € P (E") un
conjunto borroso sobre E'. Se cumple que

donde f: P (F') — P (E) se define utilizando el principio de extension estdndar.

Demostracién. “C” Sea e € f((X )Za)' Entonces e pertenece a la imagen por f
de (X).,, 0 lo que es lo mismo

Fren(X)., #2e 3 €[ (e)ux(¢) > a

pero como

entonces

-~
-~

“D” Sea e € (f (X)) . Sabemos que
>«
- _ N .o~ o1
2 ) (e) = sup {uX (e):eef (e)} > o

Pero si E’ es finito en particular el conjunto {u x(€): ¢ € ]T—\l (6)} también es

finito. Como sobre conjuntos finitos el supremo coincide con el maximo tenemos que

max {uX (e):€ e 71 (e)} >«
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Pero si méax {ux (¢):ee€ f1 (e)} > « en particular existird al menos un ¢’ € £’

tal que uy (e’) > a. Pero como ¢’ € (X),, v [ (€¢') = e se cumple que e € f((X>2a)‘

[ ]
Noétese que en el caso infinito solo se cumple que
F(x0).0) < (F0)
>«
Por ejemplo, para X € P ([0,1]) definido como
Joz s ze]0,1)
px () = { 0: z=1
y

tenemos que

(?<X>)>l ~ {1/0}, = {0}

Se realiza ahora la prueba de la propiedad de aplicacién funcional:

Demostracién.

FMP(Q) o X1 FMP (f) (X1, ..., X))
— FMD (Q) o (m (f1)(X{)7af/mj<fn) (lez)>

1 o —
- /0 Q ((FMD (D) s (FP (1) <sz>)2a> da

Y utilizando el lema 11:
. / Q (FP (1) (XD)s - FVD (£) (X))
1 "
= [ (@0 3F (1) () (X)) do

)

:fMD (Qoiglf/j\d\D (fz)) (X{77X7/1)
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A.2.2. Propiedades no derivadas del marco axiomatico de
los DFS

Propiedad de inserciéon de argumentos borrosa

El modelo FMP no verifica la propiedad de insercién de argumentos borrosa
(véase la definicién 43).

Demostracion. Comprobaremos el no cumplimiento de esta propiedad desarrollan-
do las expresiones.

Sea Q : P"™ (E) — I un cuantificador semi-borroso y A € P (E) un conjunto
borroso. Nétese que para Yi,...,Y, € P (F) nitidos tenemos

QAA(Y1,....Y,) =U(FMP(Q) < A) (V1,...,Y,)

fi(Ky, ... Kni1) €P(E) —
<< fo (K1) )>a "7<Kn)2av<Kn+1>2a) dov ) - A)

(Y1,...,Yn)

fl(Ky,... KL) € P(E) — X
(( Q(( )a,...,(Kg)Za,(A)m))d)(Yl,...,yn)

u
< (K. K" eP(E) —

K” "7(Kr/zl)2a7<A)2a) dox ) (n”Yn)

f”- K;',.. K”)EP(E)—>

por ser (K{,...,K]') € P(FE) conjuntos nitidos, y asf

QAA(YL, ..., V) = ... (A.26)

= /OlQ (Yl,...,Yn;(A>2a) do
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Aplicamos ahora el QFM FMP 3] cuantificador Q<A:

FID(Q3A) (X, Xy) = /0 (QIA) (X1)ap oo (Xu)on)da (A7)

- / /:Q (XD)sq s (Xn)sn (A)s,,) donda
£

Propiedad de continuidad en los argumentos

El modelo FMP verifica la propiedad de continuidad en los argumentos en el

caso finito (véase la definicién 41).

Se demuestra para el caso unario. El razonamiento se generaliza de manera in-

mediata a cuantificadores no unarios.

Demostracién. Sean X, X' € P (E) conjuntos borrosos, E finito. Y sea X' per-
teneciente a la bola centrada en X de radio 6. Sabemos que |ux (e) — ux: ()| < &
para todo e € F; es decir, uy () — 0 < pux (e) < ux (e) + 9. Sea o € [0, 1] un nivel
de corte arbitrario, e € F un elemento cualquiera; se cumple que

a<px(e) =0=e€ Xoge€ XL,
OZZ,UX(€>+5:>€¢XZOH€¢X/ZQ

Noétese que
Q(X>a) = Q (XL,)
siempre que a ¢ (ux (e) — J, ux (e) + 6) para algiin e € E. Por tanto, para ¢ sufi-
cientemente pequeno (por ejemplo, consideremos § menor que

L .
5 min{lpx (e) — pxr (e)] e € B}

sera

|FMP(Q) (X) — FMP(Q) (X)| < 20| B
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De aqui
W|E<esed< — 2|E|
Asi, para 6 < 38 E| tenemos que
FHP(Q) (X) = FMP (Q)(X')] < 261] = 25771 =
|

Recuérdese que en el caso infinito la integral puede incluso no estar definida.

Propiedad de continuidad en los cuantificadores
El modelo FMP verifica la propiedad de continuidad en los cuantificadores (véase
la definicién 46).

Demostracién. Sean Q, Q" : P (E)" — I cuantificadores semi-borrosos. Entonces
Sup{‘j_“MD(Q) (X1,...,X,) —FMP (Q')(X1,---,Xn)| Xy, X € 75(]5)}

:Sup{ Jo Q (X)) (X)) da

- fo Ql ( ) ( )204) do

= sup { ( t (Xn)Za)
_Ql ((X ) ) <Xn)2a) dov

Pero como para todo « € [0, 1] es

Q((X1)sns s (Xn)so) =@ ((X)sg s+ (Xn)so) | £4(Q.Q)

se cumple que

Sup{‘ QXD s (Xn)sn)

o

Q/ ((Xl)za [ (Xn)za) dov
=d(Q,Q)

1

d(Q, Q) dox

:Xl,...,Xneﬁ(E)}

Por tanto, para § < d(Q, Q') es d (FMP(Q),FMP(Q")) < §; es decir, la coti-
nuidad se cumple si elegimos § < . m
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Propiedad de conservatividad
El modelo FMP verifica la propiedad de conservatividad fuerte (véase la defini-
cién 50).

¢ 2 2 . . .
Demostracién. Sea @ : P (E)° — I un cuantificador semi-borroso conservativo.

Entonces

FMPAQ) (X1, Xp) = /0 Q (X1)3q (X2)5,) da

= /0 Q ((Xl)ZQ ) (Xl)Za N (Xz)za) dev

por ser () conservativo, y asi

= /01 0 (( X1)sn (XlﬁX2)2a> da
= FMP(Q) (X1, X1NX>)

Propiedad de propagacion de la borrosidad

El modelo FMP no verifica la propiedad de propagacién de la borrosidad (véase
la definicién 54).

Demostracion. Considérese el siguiente contraejemplo:

X; = {1,0,5}
X, = {1,0}
_
Q) =Y €P(E)
FYP(Q) (X1) = 0,75
FMP(Q) (X2) =05

Propiedad del cuantificador identidad

El modelo FMP verifica la propiedad del cuantificador identidad (véase la defi-
nicién 55).
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Demostracion. Para la demostracion de esta propiedad se utilizard la expresion

OWA del modelo FMP para cuantificadores cuantitativos unarios (véase la expresién
3.5).

Los pesos OWA asociados al cuantificador identidad son:
wo=Q(Y)=0
7} 1—1 1
_Q({ela"'aei}>_Q({el,...,61_1}>:E— I

m, m,

donde se ha supuesto que |E| = m. Desarrollando la expresion 3.5 para estos pesos

obtenemos:
FMP (identidad) (X) = ) " w; - o
=0
= wWp * Qg + Z wW; - Q
i=1
1
—0-1+ Z B
i=1
1 m
= Z fix (€:)
i=1
]

Propiedad de interpretacién probabilistica de los cuantificadores

El modelo FMP verifica la propiedad de interpretacién probabilistica de los cuan-
tificadores (véase la definicién 57).

Demostracién. Sean Q1,...,Q, : P" (F) — I un conjunto de cuantificadores semi-
borrosos que formen un recubrimiento probabilistico del universo de cuantificacion.
Entonces para todo Xi,..., X, € P(F)

FYPAQ) (Xu o Xa) oo+ FMP(Q0) (X X))

/ Q1 (X1)sgr- - (Xn)sg) da+ .. / Qr (X1)sgs-- 5 (Xn)s,) da

_ /0 Q1 (X0)anse s (Xn)on) dat oo+ Qr (X)an s (Xn)sn) dao
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al ser

o (<X1>2a e <Xn)2a) do+...+Q, ((X1>2a e (Xn)za) =1

para todo a € [0, 1].

En la tabla A.2 resumimos el cumplimiento de propiedades del modelo FMP.

A.3. Modelo F!

Nuevamente, como ya hemos comentado en el desarrollo de la memoria, en el
analisis de propiedades de este modelo en ocasiones nos restringiremos al caso finito.

A.3.1. Propiedades derivadas del marco axiomatico de los
DFS

Propiedad de generalizacién correcta

El modelo F7 verifica la propiedad de generalizacién correcta (véase la definicién
7).

Demostracién. Sea @ : P (E)" — I un cuantificador semi-borroso n-ario. Para
Yi,..., Y, € P(E) conjuntos nitidos se cumple que (Y;),, = Vi, Va € (0, 1]. Asf,

FQ Vi, e / / Vi) s (Ya)on ) dov ... das,

:/ / QVi,....Y,) das ... don,
=QY,....,Y, / /da1

=Q((Yy,...,Y,
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Tabla A.2: Tabla de cumplimiento de las propiedades para los modelos FMP y FI.

H | |
H Propiedades derivadas del marco axiomatico de los DFSs H

(PZ-1) Generalizacién correcta St

(PZ-2) Cuantitatividad St

(PZ-3) Valor de verdad inducido St

(PZ-4) Funciones de verdad inducidas St

(PZ-5) Trasposicién de argumentos St

(PZ-6) Negacién externa St

(PZ-7) Negacién interna No

(PZ-8) Dualidad No

(PZ-9) Uniones e intersecciones Si

(PZ-10) Monotonia en los argumentos Si

(PZ-11) Monotonia en los cuantificadores St

(PZ-12) Coherencia con los
cuantificadores estandar

Caso unario

(PZ-13) Insercién de argumentos nitida St
(PZ-14) Aplicacién funcional Caso finito
H Propiedades adicionales
(PA-1) Insercién de argumentos borrosa No
(PA-2) Continuidad en los argumentos Caso finito
(PA-3) Continuidad en el cuantificador St
(PA-4) Conservatividad St
(PA-5) Propagacién de la borrosidad No

H Propiedades de los métodos probabilisticos

(PP-1) Media para el cuantificador identidad

Si

(PP-2) Interpretacién probabilistica
de los cuantificadores

Si
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Propiedad de cuantitatividad

El modelo F7 verifica la propiedad de cuantitatividad (véase la definicién 11).

Demostracién. Sea @ : P (E)" — I un cuantificador semi-borroso cuantitativo
sobre un referencial Fy §: I — E una biyeccién cualquiera. Por ser () cuantitavo
se cumple que

Qi) =Q(B0),....B()

Desarrollando

f’(@)(? D, B (X >)

[ o) ()Y

Y utilizando el lema 10 esto es igual a

:/1.../1(,3 3((X1)>a1),...,B((Xn)Zan)>dal...dan

/ /Q X1 >a1,...,(Xn)Zan)dozl...dozn
=F(Q)(X1,..., X,)

Propiedad del valor de verdad inducido

El modelo F7 verifica la propiedad del valor de verdad inducido (véase definicién
14).

Demostracién. Idéntica a la prueba del modelo FMP. m

Propiedad de las funciones de verdad inducidas

El modelo F! verifica la propiedad de las funciones de verdad inducidas (véase
la definicién 17), pero para este modelo los operadores inducidos dependen del me-
canismo utilizado en su definicién. En el caso de que se utilice el mecanismo b)
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las funciones inducidas coinciden con las del modelo FMP (al coincidir los modelos
FMD v FI para cuantificadores unarios). Pero cuando se utiliza el mecanismo a) la
tnorma inducida es el producto, la tconorma es la suma probabilistica, y la funcién
de implicacién es la de Rechenbach.

Procedemos pues al calculo de las funciones de verdad inducidas con el meca-
nismo a), sélo se consideran los casos en los que las demostraciones difieren de las
realizadas para el modelo FMP,

¢) La tnorma inducida cuando se utiliza el mecanismo a) es el producto.

Demostracién. F! (N) (x1, 2) = 21 X 2o

Mecanismo a)

FLA) (w1, 22) = F1 (A (7 (@) 72 (22)

- /01 /01 N ({1 /550y {22/} 50,) dardasy

= / / dOéldOéz
0 0

=1 X Iy

d) La tconorma inducida cuando se utiliza el mecanismo a) es la suma proba-

bilistica.
Demostracion. Idéntica a la prueba de la tnorma inducida. m

e) La funcién de implicacién inducida cuando se utiliza el mecanismo a) es la
implicacién de Rechenbach.

Demostracién. F! (=) (21, 22) =— (1, 22) = 1 — 21 + z129.

Desarrollando

F1 (=) (w1, 2) = n(21) 1 (x2))

Fr(=")(
- /01 /01 =" ({#1/%} 50, - {72/%}54,) dardas

Consideremos los siguientes intervalos para aq, as:
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(x1,1]%(0, 1]. En este caso, {z1/%}.,, = @ porloque —* ({z1/x}5,  {z2/5}5,,) =

[0, 1] % (22,1]. En este caso, {z1/+}., = {*} v {z2/*}.,, = @ por lo que

= ({&1/4}50, - {22/%}50,) = 0.

[0, 1] x [0, 25]. En este caso, {x1/+}5, = {*} v {z2/*}5,, = {*} por lo que

—* ({xl/*}gyl ) {xz/*}ztm) =1
Asi,

;:I(—>) (21, 22) = ...

T1 T2 1 1
= / / dOﬁldOfg + / / dOﬁldOfg
0 0 z1 J0

:1—1‘1+ZL’11‘2

Propiedad de trasposiciéon de argumentos

El modelo F' verifica la propiedad de trasposicién de argumentos (véase la de-
finicién 21).

Demostracién. Sea @ : P (F)" — I un cuantificador semi-borroso cualquiera.

Entonces

JTI QTz X1,--.X,,...
/ / QT’L Xl >041 e (X@')Zai,...,(Xn)Zan) daldan
/ / >a17“‘7(Xn)>ai7“'7(Xi)2an) dal'--dan

_fIQ Xl,---Xnv"'?Xi)
=fI(Q>T’i(X17'"7Xn7""Xi)

Xn)

Propiedad de negacién externa

El modelo F7! verifica la propiedad de negacién externa (véase la definicién 23).



328 Apéndice A. Anélisis de propiedades de los QFMs F4, FI y FMD

Demostracién. Sea @ : P (FE)" — I un cuantificador semi-borroso cualquiera.

Entonces
1 1
ff(:Q)(Xl,...,Xn):/ / (5Q) (X1)sgy -+ (Xn)sy, ) doy ... do,
01 O1
=/ / 1= Q((X0)an v (Xa)on Vo . dor,

- / / )>0¢1""’(Xn)204n) dOﬁl...dO{n
) (X1, ..

LX)

Propiedad de negacién interna

El modelo F7! verifica la propiedad de negacién interna en el caso finito.

Demostracién. Sea @ : P (F)" — I un cuantificador semi-borroso cualquiera.

Entonces

1 1

:/0 /0 Q((Xl)zalv---vﬂ(Xn)zan)do‘l"'do‘n
1 1

=/0 /0 Q((X1>2a1""7(:Xn>>1—an) dal...dan

Pero para un conjunto finito de alfa-cortes y los alfa-cortes estrictos coinciden ex-

fI(Qﬁ)(Xl,---,,Xn)=/O / Q) (X1)o s (K)o ) dor . dor,

cepto en un numero finito de puntos. Como las diferencias en un nimero finito de
puntos no afectan a la integral la expresion anterior es equivalente a:

:/1.../1Q(<X1)>a1,...,(:xn)zl_an)dal...dan
/ /Q (X1)sgy - (FXn)sy,) day ... doy,

= FL(Q)(Xy,...,7X,)
:fI(Q>_'(X17"'7Xn>



A.3. Modelo F!

329

Para el siguiente cuantificador @ : P ([0,1]) — I no se verifica la propiedad de

negacién interna:

0 : sup(X)é¢ X
1 : en otro caso

Q(X>={

ya que para X € P ([0, 1]) definido como

tenemos que

Mx(SC)ZCC,,TEI

FI(Q) (5X) = / Q((5X).,) do
:/0 Q([0,1 - a]) da
= 1da
=1

FHQ-) (X)= [ (@) ((X)s,)da

con lo que F1(Q-) # F1(Q)~.

Propiedad de dualidad

La propiedad de dualidad (véase la definicién 27) es verificada por el modelo F!

para referenciales finitos.

Demostracién. Puesto que el modelo F! verifica las propiedades de negacién ex-
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terna e interna en este caso:
Fl QD) =F' (5Q-)

==FL(Q)=
=7 (@0

Propiedad de uniones e intersecciones

El modelo F! no verifica la propiedad de uniones e intersecciones (véase la defi-

nicién 30).

Demostracion. Para el caso de la intersecciéon considérese el siguiente contraejem-
plo (se supone que se utiliza el mecanismo a) para la definicién de los operadores

inducidos):

algun (Y1, Ys) = 3N (Y, Ys)

=3(Y1NYy)
B { 1 YiNY:# o
0 else
X; ={0,6,0,9}
X, ={0,7,0,3}

X1NX, = {0,42,0,27}
F!(algun) (X1, X,) = /01 /01 (algun) (()(1)2061 ,(X2)5,,) dardas
= 0,51
Fr@nN (X, Xy) = /0 1 (3) (XiNX,),, da

= 0,42

En el caso de la unién también se encuentran contraejemplos del no cumplimiento
de la propiedad. Ademads, también es posible encontrar contraejemplos del no cum-
plimiento de la propiedad cuando se utiliza el mecanismo b) para el cdlculo de los

operadores inducidos. m
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Propiedad de monotonia en los argumentos

El modelo F' verifica la propiedad de monotonia en los argumentos (véase la
definicién 32).

Demostracion. Se prueba la monotonia para cuantificadores semi-borrosos no de-
crecientes. El caso de cuantificadores borrosos no crecientes es analogo.

Sea @ : P (E)" — I un cuantificador semi-borroso monétono no decreciente en
su argumento #; esto es, un cuantificador semi-borroso cumpliendo

Q(}/lw"ayia"wyn)SQ(}/IV"?Y',V'WYTL)

2

para todo Yi,...,Y;, ..., Y,, Y/ € P(E) nitidos tales que Y; C Y/.

Supongamos ahora X, ..., X,, X! € P (E) borrosos cumpliendo que X; C X/
(en el sentido de la inclusién de Zadeh). Entonces,

((Xl)ZOll VAR (X’L>2al 9000y (Xn)zan) dal o .. dan

puesto que X; € X{ — (Xj)-,, € (X])s,, para todo a; € [0,1]; y esto implica que

QX 1)s0, s s (K)o s s (Kn)sa,) € Q((K1) sy s (XDsay s (Xn)s,)

para todo (ay,...,a,) €[0,1]". =

Propiedad de monotonia en los cuantificadores

El modelo F! verifica la propiedad de monotonia en los cuantificadores (véase
la definicién 34).

Demostracién. Sean Q, Q' : P (E)" — I cuantificadores semi-borrosos cumpliendo
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que Q < '. Entonces,

fI(Q)(Xl,--.,Xn)z/O /0 Q ((X1)sg, - s (Xn)sy, ) dovt ... dov,

ya que Q (()(1)2&1 ey (X")Zan) < ((Xl)zal ey (X")Zan) para todo (ay, ..., ay) €

0,1]". =

Propiedad de coherencia con los cuantificadores estandar

El modelo F! verifica la propiedad de coherencia con los cuantificadores estdandar
(véase la definicién 34) para los cuantificadores estdndar unarios cuando los ope-
radores inducidos se calculan con el mecanismo b) (véase la definicién 17). Para
cuantificadores estdandar binarios la propiedad no se cumple. En el caso de que los
operadores inducidos se calculen con el mecanismo a) la propiedad no se cumple en
ningin caso.

Demostracién. El modelo F7 coincide con el modelo FMP para el caso de cuanti-

ficadores unarios por lo que remitimos al lector a la prueba realizada para el modelo

FMD e esta situacion.

En las otras situaciones es facil encontrar contrajemplos. Por ejemplo, para los

conjuntos borrosos

Xl = {0747 076}
X2 = {0727 074}

obtenemos

F!(todos) (X1, X,) = / 1 / 1 (todos) ((X1)sq, » (X2)s,,) do = 0,56

Pero para los operadores inducidos por el mecanismo b) tenemos

X15X, = {0,4,0,6} = {0,2,0,4}
= {0787 078}
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pero
in {I@Puxl (@) =, (i) A =Har, am} € P(B), 05 # a5 51 1 7 j} -

Si utilizamos los operadores inducidos por el mecanismo a) tenemos

X15X, = {0,4,0,6) = {0,2,0,4)
= {0,68, 0,64}

pero

inf {HNXl (a;) =px, (@) A={a1,...,an} € P(E),a; # a; sii# j} = 0,44

i=1
[ |
Propiedad de insercion de argumentos nitida

El modelo F! verifica la propiedad de insercién de argumentos nitida (véase la
definicién 37).

Demostracién. Sea Q : P(E)" — I un cuantificador semi-borroso cualquiera,
A € P(FE) un conjunto nitido; entonces,

FQ<aA) (Xy,..., X0 1)

1 1
=/ @) (X (X)) donr - da
0 0
1 1
:/ / <(X1)Za1 ""’(Xn_l)Zan—l ,A) dOél...dOén_l
0 0
1 1 1
_ / / <(X1)>a1 e (X s, ,A) da .. .dan_l/ dav,
0 0 - - 0
((Xl)Zal e (X t)sa ,A) davy . . . day,_yda,
1
) / (X0 K)o, (A)s, ) dovr . dayrdar,
0

1
/ (X)Xt (A, ) den . dar,
0
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Propiedad de aplicacién funcional

El modelo F! verifica la propiedad de aplicacién funcional en el caso finito (véase
la definicién 38).

Demostracién. Nétese que el principio de extensién inducido por el modelo F' es

el mismo que el principio de extensién inducido por el modelo FMP.

Desarrollando

FHQ o xin ! (1) (X, Xy)
= (@) o (F1 ) (XD FT (L) (X))

/
/ / (( )al --’<ﬁ(fn)(Xfl))2an>da1...dan

Y utilizando el lema 11 esto es equivalente a:

=/1.../1Q (FT ) (XD PP () (X, ) o oty

:/ / <Qo X F ﬁ)) (XD)any seees (X0)sn,) davs ... devy
7 <Qoél}—(fi)> (X1,..., X))

A.3.2. Propiedades no derivadas del marco axiomatico de
los DF'S

Propiedad de inserciéon de argumentos borrosa

El modelo F! verifica la propiedad de insercién de argumentos borrosa (véase la
definicién 41).

Demostracién. Sea @ : P"™ (E) — I un cuantificador semi-borroso y A € P (E)
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un conjunto borroso. Nétese que para Yi,...,Y, € P (F) nitidos tenemos

QUAA(Yy,...,Y,)
=U(F Q)< A) (Y1,...,Yy)

Ly e Ko) € (B — y
fol .. fol Q ((K1)2a1 e (Kn)zan ) (Kn+1)2an+1> daq ... dog
(Yi, ..., V)

. f(K. LKL € P(E) — P
O @ (KD (K)o, s (), ) )
(Y1,...,Y,)

_ 1 K7) € PE) —
Jo oo o @ (K say s (K)o, (), ) ot dansy
(Viyoo ., Vo)

B (KL K)) e P(E) —
N fol .. .folQ (Kl, .. .,Kn, (A)ZOén+1) dOél .. .dOén_H

(Y1,...,Yn)
f Ky KD e P(E) —
- ( Sy @ (K Ko (A, ) e fy ooy dov - da, )
(V1. Yy)
:<f” (KV,...,K!) € P(E) — 01Q<K1, .,Kn,(A)Z%H)daHl)
(Vi,...,Yy)
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Aplicamos ahora el QFM F! al cuantificador Q<1A:

/01 1 1
:/0 /0 QX))o o (X)on 2 (A)s,) dada .. day,
/

Propiedad de continuidad en los argumentos
El modelo F! verifica la propiedad de continuidad en los argumentos en el caso
finito (véase la definicién 41).

Demostracién. En el caso unario el modelo F' coincide con el modelo FMP por lo
que la propiedad se cumple. En la demostracién de la continuidad para cuantificado-
res de mayor aridad se utilizan exactamente las mismas ideas que en la demostracion

planteada para el modelo FMP_ por lo que no se planteard. m

Propiedad de continuidad en los cuantificadores

El modelo F! verifica la propiedad de continuidad en los cuantificadores (véase
la definicién 46).

Demostracién. Sean Q, Q" : P (E)" — I cuantificadores semi-borrosos. Entonces

sup{|}"f Q) (X1, .-, X)) = FHQ) (Xu, .o X)) s X1y, X € ﬁ(E)}
] B ) -t
— e fy Q (X)), s (X)) dovy - dov,

=sup{ f01mf01Q((X1)2‘11"“’(Xn)zan)
—Q' ((Xl)Zal e (Xn)zan) day . ..day,

:Xl,...,XnefJ'(E)}
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Pero como para todo ay, ..., a, € [0,1]" se cumple que

1Q (X100 5 (Kn)za,) = Q@ ((X0)sg, o (Xn)sg, )| £ 4(Q Q)

entonces

| B QX (.0)
p{‘ @

Xl) '7(X ) )dal dO{n
< sup{

Por tanto, para § < d(Q, Q') es d (F'(Q),F'(Q')) < 6; es decir, la cotinuidad
se cumple si elegimos 6 < .

:Xl,...,Xneﬁ(E)}

>a1"'

:Xl,...,Xneﬁ(E)}

Q dOél

Propiedad de conservatividad
El QFM F! no verifica la propiedad de conservatividad fuerte pero si la de
conservatividad débil (véanse las definiciones 50 y 51).

Demostracion. Se procede a la demostracion de la propiedad de conservatividad
débil:

Sea Q : P (E)” — I un cuantificador semi-borroso conservativo. Al ser @ conser-
vativo para todo (aq,as) € [0,1]% y X1, X, € P (E) se cumple que

Q ((Xl)zal J (XQ)ZOQ) =Q (<X1)2a1 ) (Xl)Zal n (X2)za2)
= Q ((X1)sq, » (X1)5q, Nsop (X1) N (X2)sy,)
= Q ((X1)s0, + (X1)sg, N (500 (X1))54, N (X2)s4,)
=@ ((Xl) o (X1) g, N (s0p (X7) ﬂXz) )

Utilizando este resultado la prueba de la propiedad es inmediata:

FHQ) (X1, Xs) / / Dsa, s X2)>a2) dodos
/ / Dsayr (X1)sq, N (s0p (X1) NX>) Zaz) dodos
/ / X1 >a , (sop (X1) DXQ) )daldag
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Puesto que al ser () conservativo se cumple que

@ (<X1)Za1 ’ (X1)2a1 N (sop (Xl) ﬁX2)2a2> =@ (<X1)Za1 ’ (SOp <X1) ﬁXQ)ZOéz)
y asi
FHQ) (X1, X2) = ...
= F(Q) (X1, sop (X1) NX>)

El siguiente contraejemplo demuestra el no cumplimiento de la propiedad de
conservatividad fuerte para la interseccién inducida asociada al mecanismo a) (que

utiliza la tnorma producto):

Xl = {17078}
X2 = {0767078}
X.10X, = {0,6,0,64)
YiNY:
Q(Y17Y2) = %7}/17}/2 € P(E)

FHQ) (X1, X2) = 0,68
FH Q) (X1, X1NX,) = 0,63

Y el siguiente contraejemplo demuestra el no cumplimiento de la propiedad de
conservatividad fuerte para la intersecciéon inducida asociada al mecanismo b) (que

utiliza la tnorma minimo):

Xl = {17076}
X2 = {0787078}
X.10X, = {0,8,0,6}
YiNY:
Q(Y—DY—Q) = %7}/17}/2 S P(E)

FHQ) (X1, X3) = 0,64
FH Q) (X1, X1NX,) = 0,66

Propiedad de propagacién de la borrosidad

El modelo F' no verifica la propiedad de propagacién de la borrosidad (véase la
definicién 54).
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Demostracién. El contraejemplo mostrado para el modelo FMP es vélido en este

caso.

Propiedad del cuantificador identidad

El modelo F7 verifica la propiedad del cuantificador identidad (véase la definicién
55).

Demostracién. Por coincidir los modelos FMP v F! para cuantificadores unarios
y cumplirse la propiedad para el modelo FMP, m

Propiedad de interpretacién probabilistica de los cuantificadores

El modelo F! verifica la propiedad de interpretacién probabilistica de los cuan-
tificadores (véase la definicién 57).

Demostracién. Sean Q1,...,Q, : P" (F) — I un conjunto de cuantificadores semi-
borrosos que formen un recubrimiento probabilistico del universo de cuantificacion.
Entonces para todo Xi,..., X, € P(F)

JTI(Ql)(Xla---;Xn>+~"+JTI(Qr>(XlwnaXn)

1 1
=/ / Q1 (X0)an, oo (Xu)on ) don . dey + .+
0 0

+/01"‘/01 Qr (X1) sy s+ (Xn)sy,) don .. day,
:/01"'/01Q1 (XD say s o0 (Xn)sq,) +ooo

+ Q'r (<X1)2a1 yee ey (Xn)ZOtn) dOél .. .dOén
=1

al ser

Ql (<X1>2a1 yr (XTZ)Zan) +...F QT (<X1)2a1 ety (Xn)ZOtn) =1
para todo (o, ..., a,) € [0,1]".

En la tabla A.3 resumimos el cumplimiento de propiedades por parte del modelo
FL.
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| S |
Propiedades derivadas del marco axiomatico de los DFSs
(PZ-1) Generalizacién correcta St
(PZ-2) Cuantitatividad St
(PZ-3) Valor de verdad inducido Si
(PZ-4) Funciones de verdad inducidas Si
(PZ-5) Trasposicién de argumentos St
(PZ-6) Negacion externa St
(PZ-7) Negacién interna Caso finito
(PZ-8) Dualidad Caso finito
(PZ-9) Uniones e intersecciones No
(PZ-10) Monotonia en los argumentos St
(PZ-11) Monotonia en los cuantificadores St
(PZ-12) Coherencia con los No
cuantificadores estandar
(PZ-13) Insercién de argumentos nitida St
(PZ-14) Aplicacién funcional Caso finito
H Propiedades adicionales H
(PA-1) Insercién de argumentos borrosa St
(PA-2) Continuidad en los argumentos Caso finito
(PA-3) Continuidad en el cuantificador St
(PA-4) Conservatividad No
(PA-5) Propagacién de la borrosidad No

Propiedades de los métodos probabilisticos

(PP-1) Media para el cuantificador identidad || Si
(PP-2) Interpretacién probabilistica

Si
de los cuantificadores

Tabla A.3: Tabla de cumplimiento de las propiedades para los modelos FMP y FI.
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Algoritmos

B.1. Algoritmos para el modelo F*

En este apartado presentamos los algoritmos que permiten evaluar algunos de los
cuantificadores borrosos més interesantes cuando se utiliza el modelo F#. Planteare-
mos las expresiones que permiten evaluar los cuantificadores estandar y los algorimos
para evaluar cuantificadores unarios cuantitativos y cuantificadores binarios cuanti-
tativos conservativos. Particularmente, resulta muy interesante la explicacién de los
algoritmos para evaluar cuantificadores binarios conservativos, ya que la generaliza-
cion del razonamiento utilizado a otros tipos de cuantificadores es inmediata.

B.1.1. Cuantificadores estandar

En esta seccion damos las expresiones que nos permiten evaluar los cuantifica-

dores estandar.

341
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Teorema 51 Sea E = {eq,...,en} un referencial finito. Se cumple que
FHI) (X) = V px (e)

F* (algun) (X1, X») = V pux, (e5) pix, (e:)

FA (todos) (X1, Xs) = [ [ux, (er) Shix, (e:)

=1

3

=

(1= px, (er) + px, (eq) pix, (eq)

I
s I3

<

F (ningun) (X1, X5) == X, (€:) px, (€:)

(1= pux, (i) + px, (eq) (1= px, (e)))

|:|13ﬁ

~.
Il
_

para todo X, X1, X, € P (E).

Demostracion. Los cuatro primeros casos son consecuencia del cumplimiento de
la propiedad de coherencia con la légica (al ser el modelo F4 un DFS). El tltimo
caso se obtiene facilmente utilizando que ningun==-3=V-. =

B.1.2. Cuantificadores cuantitativos unarios

Sea @ : P(F) — I un cuantificador semi-borroso unario cuantitativo sobre un
referencial E™ = {eq,...,en}. Por el teorema 42 sabemos que existe una funcién
q:{0,...,m} —1Ital que

para todo j € {0,...,m}, eY; € P(F) un conjunto nitido arbitrario de cardinalidad
i (Y5l =J)-

Sea X € P (F) un conjunto borroso. Entonces,
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FHQX)= > mx(Y)Q(Y)

YeP(E)
= Y. mxMeWm+ Y, mx(MQY)+
YeP(E)||Y]=0 YeP(E)||Y|=1

+oo+ D> mx(N)Q(Y)

YeP(E)||Y|=m

= Y mx(MaO+ > mx(YV)g()+

YeP(E)||Y|=0 YeP(E)||Y|=1

+oo+ ) mx(Y)g(m)
YeP(E)||Y|=m

m

= Pr(cardx = j)q(j)

Jj=0

El algoritmo que se va a plantear aprovecha el hecho de que se puede calcular la
probabilidad Prgm (cardx = j),j = 0,...,m para un referencial E™ de m elemen-
tos a partir de las probabilidades Prgm-1 (cardXEm—l = j) ,j=0,...,m—1 donde
Emt = e, ... emo1} y XE™ ' es la proyeccién de X sobre E™~!. Esto nos va a
permitir plantear una expresion recursiva para el calculo de las probabilidades de
las cardinalidades en el caso general.

En el caso de un referencial de un elemento (E' = {e;}) es facil calcular las
probabilidades de las cardinalidades asociadas a un conjunto borroso X € P (E'):

Pr(cardxy =0)=mx () =1— ux (e1)
Pr(cardx = 1) =mx ({e1}) = px (e1)

Supongamos ahora un referencial de m + 1 elementos (E™! = {e1,...,ens1}), sea
X € P(E™) un conjunto borroso en E™!, E™ = {eq,..., e} v XF" € P(E™)

la proyeccion de X en E™; esto es,
pxem (€5) = px (€5),1 < j<m

Supongamos que conocemos las probabilidades asociadas a las cardinalidades de
XE™ sobre E™:

Pr(cardxem =0),...,Pr(cardyxem = m)
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Vamos a calcular las probabilidades de las cardinalidades asociadas a X a partir
de las probabilidades de las cardinalidades asociadas a X*". Consideraremos tres

casos particulares:
Caso 1: Pr(cardx = 0)
Pr(cardx =0) = Z mx (Y)
YeP(Em+1)||Y|=0
= MmMmx (@)
= (1 —px (1)) (1= px (em)) (1 = px (€ms1))
= (L= pxen (1)) ... (L= pxem (em)) (1 — pix (émi1))
= mxen (D) (1 — pix (emt1))
= Pr(cardyem = 0) (1 — pix (ém+1))

Caso 2: Pr(cardxy =m+1)
Pr(cardy =m+1) = Z mx (V)
YEP(E™H)||Y |=m+1
= my (E™H)
= px (e1) ... px (em) fix (€m1)
= pixem (e1) ... pxem (€m) fix (€mt1)
= myem (E™) pux (€m+1)

= Pr(cardxem =m) px (€mi1)

Caso 3: Pr(cardy =j),0<j<m+1

Pr(cardx = j) = Z mx (V)

YeP(EmH|Y|=j

YeP(EMHL)||Y |=jAem i 1¢Y YEP(EM+1)||Y |=jAemy1€Y

= Y myen (V) (1= px (emp)) +
yeP(Em|IYI=;

+ >, mx (Y) pix (€m+1)

YeP(E™)||Y|=5j—-1

= Pr(cardxer = j) (1 — px (éms1)) + Pr(cardxem = j — 1) px (emy1)

Los casos anteriores se resumen en la expresion B.1. En la tabla B.1 se presen-
ta el algoritmo para aplicar el modelo F4 a cuantificadores semi-borrosos unarios
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Algoritmo para calcular F4 (Q) (X)
Complejidad O (n?)
INPUT: X|0,...,m-1], m > 1,q:{0,... m}—I

double pr_aux_i,pr_aux_i_minus_1;

double pr|0,....,m];
result = 0;
pr(0] = 1;
for (j = 05j < msj++) {
praux_i = pr[0];
pr(0] = (1 - X[j]) x proauxi;
pr-aux_i_minus_1 = pr_aux.i;
for i=1;i <= jji++) {
proaux.i = prli;
prli] = (1 - X[j]) X proauxdi + X[j] X proaux_i_minus_I;
pr-aux-i_minus_1 = pr_aux.i;
}
pr[j+1] = XJ[j] X pr_aux-i_minus_1;
}
for (j = 0;j <= m;j++)
result = result + pr[j] X q(j);

return result;

Tabla B.1: Algoritmo para evaluar cuantificadores cuantitativos unarios con el modelo
FA.

cuantitativos. La complejidad del mismo es O (n?).

Pr(cardyxem =0) (1 — ux (€;11)) J=0
Pr (cardyem = j) (1 — px (eiy1))
+Pr(cardxem = j — 1) ux (€it1)

Pr(cardyxem = m) pux (eir1) s J=m+1

Pr(cardx = j) =

B.1.3. Cuantificadores binarios cuantitativos conservativos

En este apartado presentamos el algoritmo para evaluar cuantificadores cuan-
titativos binarios conservativos (véase la seccion 4.3.1), que como caso particular
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incluyen el interesante caso de los cuantificadores proporcionales'. La estrategia que
se va a plantear es algo distinta de la utilizada para los cuantificadores cuantitativos
unarios, y facilmente generalizable a otros tipos de cuantificadores.

Recuérdese que el valor de un cuantificador semi-borroso @ (Y7, Y3) cuantitati-
vo conservativo estd completamente determinado por las cardinalidades de |Yi| e
Y1 N Yal; es decir, existe una funcién ¢ : {0,...,m}> — I tal que

Q(Y1,Y2) = q(IV1], [YiNYa])

para todo Y7, Ys € P (E).

Sean Xi, Xy € P (F) dos conjuntos borrosos. Por

Pr (cardx, x,nx, = (J, %))

= Y > mx, (Y1) mx, (Y2),0 <k, j <m
Y1€P(E)| Y2eP(E)||Y1|=jAIY1NY2|=k

denotamos la probabilidad de escoger un par de representantes Y7, Ys € P (F) de
X1, Xy € P(F) tales que |Y1| = j y |[Y1 NYs| = k. Nétese que

Pr (Ca’rdxl,xlﬂXz = (]7 k)) =0

para k > j.

Sean X1, Xy € P (E™) (E™ = {ey, ..., em}) dos conjuntos borrosos sobre E™. Y
supongamos conocidas las probabilidades

Pr (cardx, x,nx, = (J, k)

para todo 7,k tales que 0 < j,k < m. Supongamos ahora que anadimos un ele-
mento (en,41) al referencial. Es decir, el conjunto referencial es ahora E™*! =
{e1, .. emsr}. Y sean X| X} € P (E™1) conjuntos borrosos sobre E™t! tales
que (X" = X1, (X5)"" = Xy; es decir, las proyecciones de X}, X} sobre E™ son
X1, Xo.

Noétese queN la pertenencia del elemento e, 1 al conjunto X/, i = 1,2 es un suceso

de probabilidad ux, (e;y1), ¥ que dicha pertenencia se considera independiente de
las pertenencias de otros elementos, para la interpretaciéon de conjuntos borrosos

L Aunque el algoritmo que se desarrolla en este apartado se puede utilizar para evaluar cuanti-
ficadores absolutos, este caso se resuelve mas eficientemente utilizando la transformacién a cuan-
tificacién unaria planteada en la seccion 4.3.1.
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que subyace al QFM F4. Por lo tanto, si la cardinalidad de X, X, es (j, k)% y se
da el hecho de que €11 € X| ¥y emy1 € X)) entonces la cardinalidad de X7 X}
serd (7 4+ 1,k+1).

Sean ahora 0 < j, k < m arbitrarios y considérese la probabilidad Pr(cardy, x,nx,
= (4, k)). Cuando consideramos el elemento e,,,1 la probabilidad anterior aporta a
la probabilidad Pr (card x: xinx; = (J, k)) el valor:
(1= pxy (ems1)) (1 — pxy (emg)) Pr(cardx, x,nx, = (J, k) +
+ (1= iy (emi1)) pixg (emen) Pr(cardx, xinx, = (5,5))
= (1= pxy (ems1)) Pr(cardx, xinx, = (J: )

Es decir, dado que la cardinalidad cardx, x,nx, es (j,k) entonces la cardinalidad
cardx: xinx; sera (j, k) con probabilidad (1 — [ix (em+1)). Noétese que si e,,11 ¢ X
Y emy1 € X} entonces e, 1 ¢ X N XJ.

A la probabilidad Pr (card;q, xinx, = (J+1, k:)) le aporta el valor:

HX{ (€m+1) (1 — HXé (€m+1)) Pr (Ca//rXm,XlﬂXz = (.]7 k))

Es decir, dado que la cardinalidad cardx, x,nx, es (j,k) entonces la cardinalidad
cardxs xinx; serd (j + 1, k) con probabilidad fix: (€pt1) (1 — X} (em+1)).

A la probabilidad Pr (card xixinxy = (J+1,k+ 1)) le aporta el valor:
nx; (€m+1) Hx} (€m+1) Pr (Ca’TdXL)ﬁﬂXz = (j7 k))

es decir, dado que la cardinalidad cardx, x,nx, es (J, k) entonces la cardinalidad
cardx: xinxy serd (j + 1,k + 1) con probabilidad fix: (€nt1) px)€m1-

A partir del razonamiento anterior es facil plantear el algoritmo para evaluar
cuantificadores semi-borrosos cuantitativos conservativos con el modelo F4 (véase
la tabla B.2). La complejidad del algoritmo es O (n?).

B.2. Algoritmos para el modelo F"”

Presentamos a continuacién los algoritmos del QFM FMP. Recordamos que el
QFM FMPD es una generalizacién al caso semi-borroso del modelo planteado en [80,

2En la interpretacién de los conjuntos borrosos que subyace al QFM F4 un conjunto borroso es
una funcién de probabilidad sobre el espacio de conjuntos nitidos, por lo que tiene una cardinalidad
determinada, aunque desconocida.
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Algoritmo para evaluar F4 (Q) (X1, X>)
Complejidad O (n?)
INPUT: double X{[0,....,m-1], X5[0,....m-1]; m > 1;q : N*> — I conservativa

double card|0,...,m][0,...,m],card_aux|0,...m][0,...m];
result = 0;
i=0;
card[0,0] = 1;
while (i < m) {
clear(card_aux);
VA0 = (1- Xfi]) X (1 - X))
Va0l = (1-X4[i]) x Xolil;
vi10 = X[i] % (1 - Xoli));
vill = Xq[i] x Xolil;
for (j = 0;j <= ij++) {
for (k = 0k <= j;k++) {
card_aux[j,k] = card_aux[j,k] + (vi_00 + v_i_01) * card(j,k];
card_aux[j+1,k] = card_aux[j+1,k] + v_i_-10*card|j,k];
card_aux[j+1,k+1] = card_aux[j+1,k+1] + v.i_11*card[jk];
H
copy (card_aux,card);
i=1+1;
}
for (j = 05j <= msj++) {
for (k = 0k <= j; k++) {
result = result + card[j,k]*q(j.k);

3

return result;

Tabla B.2: Algoritmo para evaluar cuantificadores binarios conservativos con el modelo
FA,
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seccion 3.3.2. y seccién 3.4.1.], [22, pag. 37], por lo que los algoritmos que vamos a
plantear son muy similares a los planteados en [80, seccion 3.3.2. y seccién 3.4.1.].

B.2.1. Cuantificadores estandar

En esta seccion damos las expresiones que nos permiten evaluar los cuantifica-
dores existencial y universal en el caso unario.

Teorema 52 Sea E/ = {eq,...,en} un referencial finito. Se cumple que

m

FIP (@) (X) = Vix (6) = mix {jx (e) 1 <7 < m)

3

FMP(v)(X) = ‘7\1;@( (e;) =min{ux (e;): 1 <i<m}

1=

para todo X € P (E).

Demostracion. Como consecuencia del cumplimiento de la propiedad de coherencia
con la légica en el caso unario. m

B.2.2. Cuantificadores unarios cuantitativos

Sea @ : P (F) — I un cuantificador semi-borroso unario cuantitativo. La expre-

sién que nos permite calcular FMP (Q) es la siguiente:

FMP(Q) (X) = Z (i — aiq1) Q ((X>ZO£7;)

7

donde a; > ... > «,, denotan los valores de pertenencia en E de los elementos del

conjunto borroso X € P (E), ag = 1, ttnyq = 0.

A partir de la expresién anterior es muy facil desarrollar el algoritmo que nos
permite evaluar cuanticadores unarios cuantitativos con el modelo FMP . Se presenta
en la tabla B.3.

B.2.3. Cuantificadores binarios cuantitativos conservativos

La expresién que permite aplicar el modelo FM? a un cuantificador semi-borroso

binario conservativo @ : P (E)?> — I es la siguiente:
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Algoritmo para evaluar F"P (Q) (X)
Complejidad O (nlogn)
INPUT: double X[0,...m-1];m >1;¢q: N —1
double OR_X4[0,. .. ,m+1];

result = 0;
ORX;[1,...,m] = sort(X;);
ORX;[0] = 1;

ORX;[m+1] = 0;
for (i = 0;i <= mji++)
result = result + q(i)*(OR_X1[i] - ORX1[i + 1]);

return result;

Tabla B.3: Algoritmo para evaluar cuantificadores unarios cuantitativos con el modelo
FMD,

fMD( ) (X1, Xo) = Z — Qiy1) ((Xl)Zai ’ (X2)2ai)

=0

donde a; > ... > a,, denotan los valores de pertenencia en F de los elementos de
los conjuntos borrosos Xi, X, ag = 1, aypy1 = 0.

Aunque el algoritmo que se desarrolla en este apartado se puede utilizar para
evaluar cuantificadores absolutos, este caso se resuelve mas eficientemente utilizando
la transformacién a cuantificacién unaria planteada en la seccion 4.3.1.

Notese que se cumple que:

|(X1)Za N (X2)2a‘ = ‘(XlﬁX2)za‘

Ademés, como X;NX5 C X; se cumple que
(XlﬁXg)Za C (X1)s,

para todo a > 0.

Consideremos ahora la notacion vectorial que vamos a utilizar para almacenar
computacionalmente los conjuntos borrosos. Sean v.X; y vXjinter X, los vectores
que utilizamos para almacenar los conjuntos X; y X;NXs respectivamente. Consi-
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deremos ahora sus versiones ordenadas:

OR_X; = sort (vX;)
OR_Xyinter Xo = sort (vXyinterXs)

Sea « € [0, 1] un nivel de corte arbitrario, y sea i el indice del mayor elemento
del vector O R_X; cumpliendo que OR_X [i] > a. Como el vector estd ordenado se
cumple que para todo j tal que 0 < 5 < i, OR_X1[j] > a y para todo j tal que
i+1<j<m, ORX:{[j] < a.

Sea ahora j el indice del mayor elemento del vector O R_Xinter Xy cumplien-
do que OR_XyinterX,[j] > a. Entonces como (X7 N Xs)., C (Xy)s, se cumple

que 7 < i. Por lo tanto, todos los elementos asociados al rango 0 < k < 7 de
OR_Xjinter X5 estan en el rango 0 < j <i de OR_Xj;.

Con esta explicacion es facil comprender el algoritmo presentado en la figura B.4
que permite evaluar cuantificadores binarios conservativos con el modelo FMP,

B.3. Algoritmos para el modelo F'

Este modelo coincide con el modelo FMP para cuantificadores unarios, con lo
cual en el caso unario los algoritmos coinciden con los descritos en el apartado ante-
rior. Por lo tanto plantearemos tinicamente el algoritmo para evaluar cuantificadores

binarios conservativos.

B.3.1. Cuantificadores binarios cuantitativos conservativos

Recordemos primeramente que para aplicar el modelo F! a conjuntos finitos
podemos utilizar la siguiente expresion:

FLQ) (X1,...,X,)

m m
-y .30 ((XQZM o (Xn)zwn) m(an,) ... m (i)
i1=0  in=0
donde a,1 > ... > oy, denota los grados de pertenencia de los elementos de E' al
conjunto borroso X,, 1 <r < n, apg = 1,00 ms1 = 0; y m(ay;) = apj — Qrjr1,
7=0,...,m.
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Algoritmo para evaluar FY? (Q) (X}, X5)
Complejidad O (nlogn)
INPUT: double X;[0,....,m-1], X5[0,....m-1]; m > 1;q : N*> — I conservativa
double OR_X;4[0,. .. ,m-1],double OR_X;interXs[0,...,m-1];
result = 0;
ORX; = sort(Xy);
OR_XjinterXy; = sort(XlﬁXz);
i=j=0;

alfa_i = 1;
while (i < m)
if (ORX,[i] > OR_X,interX,[j])
alfa_i_more_1 = OR_X[i];
result = result + q(i,j)*(alfa_i - alfa_i_more_1);
i=1i+4+1;
else if (ORX;[i] == OR_XjinterXslj])
alfa_i_more_1 = OR_X[i;
result = result + q(i,j)*(alfa_i - alfa_i_more_1);
i=1i+4+1;
=it L
else
alfa_i_more_1 = OR_X; _inter_Xs[j];
result = result + q(i,j)*(alfa_i - alfa_i_more_1);
=it L
alfa_i = alfa_i_more_1;
while (j < m)
alfa_i_more_1 = OR_X; _inter_Xs[j];
result = result + q(i,j)*(alfa_i - alfa_i_more_1);
J=i+1
alfa_i = alfa_i_more_1;

result = result + q(i,j)*alfa_i;

return result;

Tabla B.4: Algoritmo para evaluar cuantificadores binarios conservativos con el modelo
FMD,
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Para facilitar la explicacién del algoritmo para evaluar cuantificadores conserva-
tivos con el QFM F! nos vamos a apoyar en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 53 Sea Q : P (E)2 — I el siguiente cuantificador semi-borroso

( (oanYa|
Qi Yy =4 (2 Vil 1’0> X, #
1 X1=0

y X1, Xy los siguientes conjuntos borrosos:

Xl = {077/617 071/627 071/637 1/647 074/657 073/66}
X2 = {073/617 075/627 071/637 078/647 1/657 075/66}

Se plantea la evaluacion de F'(Q) (X1, X3). Para ello calculamos primeramente
los alfa-cortes de X1 y Xo.
Los conjuntos X1 y Xy ordenados son (en notacion vectorial)

sort_ X1 =1[1/e4,0,7/e1,0,4/e5,0,3/e6,0,1/e5,0,1/e3]
sort_Xo =[1/e5,0,8/e4,0,5/€3,0,5/eq,0,3/e1,0,1/e3]

Las siguientes permutaciones permiten recuperar los conjuntos X1 y Xo tniciales

también en notacion vectorial

PO_SX1=1[4,1,5,6,2,3]
PO_SX2 =1[5,4,2,6,1,3]

Denotaremos por sort_Xi (i) los e;s asociados a las posiciones 1,...,i del vector
sort_X,. Por ejemplo,

sort X1 (2) = {eq, e}
sort_ X, (0) =@
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y de igual manera para sort_Xs.
Los niveles de corte o g,... > oy 7 de Xy son:

a1y =[1,1,0,7,0,4,0,3,0,1,0,1,0],0 < i <7
Qo4 = [17 17078707570757073707170] 70 <1< 7

A continuacion presentamos los conjuntos sort_Xi (i) y sort_Xs (i) para los niveles

de corte y sus probabilidades asociadas:

Q; sort_X (i) mx,

ap=1 | sort_X;(0) = m(ag) =ap—ag =0
oy = sort_X; (1) = { eq} m(o) =a; —ay=0,3
as = 0,7 | sort_X; (2) = {eq,e1} m(ag) = ag —ag =0,3
az =04 | sort_X; (3) = {eq,e1,e5} m(as) =as —ay =0,1
ay = 0,3 | sort_X; (4) = {eq,€1,¢€5,¢66} m(ay) = a4 —as; =02
as = 0,1 | sort_X; (5) = {e4, €1, €5, €6, €3} m(as) = oy — ag =

ag = 0,1 | sort_X; (6) = {e4, €1, €5, €6, €3,€2} | m(ag) =g —ar =0,1
a; sort_Xs (7) mx,

ap=1 | sort_X,(0) = m(ag) =ap—ag =0
a;=1 | sort-Xy(1) = { 5} m (o) =a; —ag =0,2
as = 0,8 | sort_Xs(2) = {es,e4} m(ay) = as —ag =0,3
az = 0,5 | sort_Xs (3) = {es, eq, €2} m(as) =az—a, =0
ays =05 sort_Xs (4) = {es, e4, €9, €6} m(ay) = ay —ay =0,2
as = 0,3 | sort_Xs (5) = {es, 4, €2, €6, €1} m(as) = as — ag = 0,2
ag = 0,1 | sort_Xs (6) = {es, 4, €2, €6,€1,€3} | m(ag) = ag —a; =0,1

Nétese que se cumple que sort_X; (i) = (Xj).,, st m(a;) # 0.

Y a continuacion representamos parte de la tabla de probabilidades cruzadas que
permite calcular F (Q) (X1, X3). En cada celda, el primer elemento del par (i, )
representa la cardinalidad de sort_X; (i) N sort_Xy (i), y el sequndo la cardinalidad
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de sort_Xy. Bl dltimo valor representa la probabilidad asociada a la celda:

sort_Xq, sort_Xy | sort-X;(0): 0 | sort_X; (1) : 0,3 | sort_-X;(2):0,3
sort_X,(0): 0 (0,0) /0 (0,1)/0 (0,2) /0
sort_X,(1): 0,2 | (0,0) /0 (0,1) /0,06 (0,2) /0,06
sort_X5(2): 0,3 | (0,0) /0 (1,1) /0,09 (1,2) /0,09
sort_X,(3):0 (0,0) /0 (1,1)/0 (1,2) /0
sort_X,(4): 0,2 | (0,0) /0 (1,1) /0,06 (1,2) /0,06
sort_X5(5): 0,2 | (0,0) /0 (1,1) /0,06 (2,2) /0,06
sort X (6): 0,1 | (0,0) /0 (1,1)/0,03 (2,2) /0,03

El resultado de evaluar la expresion es:
FHQ) (X1, Xp) = ZQZ] -Pr (i, j)

= 0,39

En el ejemplo anterior, sea {ex} = sort_X; (j) \sort_X; (j — 1). Como se com-
prueba facilmente en la tabla de cardinalidades cruzadas se cumple la siguiente

relacion:

|sort_X; (i) N sort_Xs ()|

_ |sort X, (i) Nsort_Xs (j — 1) ooep & sort_Xs (4)
|sort Xy (i) Nsort-Xo (j —1)|+1 : e € sort_Xy(7)

Ademas, al estar los representantes sort_Xs (j) encajados (sort_Xs (0) C sort_X, (1) C
.. Csort_X5(6)), si ex € sort_Xs(7), entonces e, € sort_Xs (r) para todo r > j; es
decir, existe una posicién s a partir de la cual todos los representantes sort_X, (j)

con j > s contienen a ey.

Noétese que

PO_SX1 (k)

es la posicién de e, en el vector original que contiene a X;. Por lo tanto
PO_SX271 (PO_SX1(k))

donde por PO_SX?2~! denotamos la permutacién inversa de PO_SX2, es la posi-
cion en el vector ordenado del elemento e;. En la relacién de conjuntos encajados
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Algoritmo para evaluar F! (Q) (X1, X3)

Complejidad O (n?)
INPUT: double X;[0,....,m-1], X5[0,....m-1]; m > 1; ¢ : N?> — I conservativa
double card_inter|0,...,m-1], OR_Xl[O,...,m], PO_SX1[0,...,m-1], PO_SX171[0,...,m-1];
double OR_X2[0,...,m], PO_SX2[0,...,m-1], PO_SX271(0,...,m-1];
card_inter = zeros(m);
(OR_X1,PO_SX1,PO_SX17Y) = sort(X1);
(OR_X2,PO_SX2,PO_SX27!) = sort(X2);

ORX1[m] = 0;
OR-X2[m] = 0;
result = 0;

result = result + ¢(0,0) * (1 - ORX1[0]);
for (i = 05 < mji++) {
change = false;
result = result + q(i+1,0)*
(ORX1[i] - ORX1[i + 1])*(1 - OR-X2[0]);
for (j = 0;j < mij++)
if (PO_SX17'[i] == PO_SX27'[j])
change = true;
if (change)
card-inter[j] = card_inter[j]+1;
result = result + q(i+1,card_inter([j])*
(ORX1[i] - ORX1[i + 1])*(OR_X2[j] - ORX2[j + 1]);

return result;

Tabla B.5: Algoritmo para evaluar cuantificadores binarios conservativos con el modelo
FrL.

sort_X,(0) C sort_X,(1) C ... C sort_X,(6) el conjunto sort_X2(PO_SX27!
(PO_SX1(k))) es el primero que contiene a ey.

En la tabla B.5 se presenta el algoritmo para evaluar cuantificadores binarios
conservativos con el modelo F!. Su seguimiento es inmediato a partir del ejemplo
que se acaba de presentar. Las permutaciones se calculan dentro del algoritmo de

ordenacién, con lo que la complejidad del algoritmo es O (n?).
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